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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起,在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 

学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 

家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 

些数学教材组织翻译出版 • 这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 

的高度 重视. 会后高等教育岀版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 

况的专家座谈讨论,大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 

视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 

学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由髙等教育出版社组 
织出版的. 


《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 

主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 

髙年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 

面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 

所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 

学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 

对提髙数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 




原书的序 


本书是以我多年在国立莫斯科大学数学力学系教学的讲义为蓝本编写而成的. 
在编写该课程教学大纲时我从这样的原则出发，就是内容的选取不应该是随意的， 
也不应该仅仅依靠原有的传统.常微分方程在振动理论和自动控制理论中找到了相 
当重要的和引人入胜的应用，这些应用也成了我选材的指导思想.毫无疑问，振动理 
论和自动控制理论在整个近代物质文明的发展中起了十分重要的作用，所以我认为， 
这样选择课程材料的途径即使不是唯一的，但在任何情况下也是合理的.我希望给 
予大学生们的不只是对技术应用有效的纯粹数学工具，同时也要展示应用的本身，所 
以我在讲义中加进了一些技术问题,它们在本书的第13, 27, 29节中进行讲述.这些 
问题构成了我的课程，因而也是本书不可分割的组成部分. 

除了讲义中介绍的内容外，还编人了一些在大学生讨论班上研究的比较困难的 
问题.它们被放在本书的第19, 31节中.包含在第14, 22, 23, 24, 25, 30节中的一部 
分内容在课堂上讲过，但不是每年都讲. 


为了读者的方便，在本书的末尾添加了两个 附录； 虽然它们不是常微分方程的 

内容，但对学习该课程很重要.在第一个附录（上一版没有写）中介绍了欧氏空间中 

集合的基本拓扑性质，并给出了隐函数定理的 证明； 第二个附录是有关线性代数的 
知识. 


在这第二版中，采用新方法介绍了解对初值和参数的连续依赖性和可微性定理， 
并做了许多小的修改. 

最后我想感谢我的学生和工作中的密友 B. r, 博尔强斯基， P. B. 加姆克列利 
泽和 E . $.米先柯,他们帮助我对本书的出版做了许多整理、编写和打印工作.同样 
我想指出对我的科学兴趣起过决定性影响的前苏联杰出的振动理论和自动控制理论 


原书的序 _ 

专家亚历山大 •亚 历山大洛维奇•安德罗诺夫，我与他多年来保持着友好的关系.他 
的影响决定了本书的特点和方向. 


JL C . 庞特里亚金 
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第一章引论 



这一章首先给出下面就要研究的那些概念的定义，替如什么是常微分方程组，什 
么叫做它的解，以及存在多少这种解，这样一些主要问题都要在本章中给以回答.解 
的数量是由一些存在和唯一性定理来确定，在这里只对它们进行叙述而不加以证明. 
这些定理以及一系列其他同样类型定理的证明都将在第四章给出，到那时在本章中 
所叙述的这些定理已经被多次用过而弄清楚它们的意义了.除了这些基本知识以外， 
在第一章还要给出几种最简单类型微分方程的解法.本章最后讨论了复值函数的微 
分方程以及它们的复值解，并且介绍了有关线性微分方程组的最简单知识. 


§1. 一 阶微分方程式 

微分方程是指 这样的方程，其中未知的是单变量或多变量的（一个或几个）函数， 
而且在方程中不仅含有函数本身而且含有它们的导 函数. 如果方程中的未知函数是 
多变量函数，那么称这类方程为 偏微分 方程； 否则，即当所讨论的函数只是单变量函 
数时，那么就称这种方程为 常微分方程. 我们今后只讨论常微分方程. 


因为在许多物理应用中，未知待求函数的自变量是时间，通常把它记为（，所以 


今后用 i 表示自变量；而用 



7 J \： 



dx 

dt 



cPx 


2/， z 等表示未知函数.函数关于 f 的导数一般用点来表 




等. 


当使用这种 i 豆法不方便或者不可能时，我们就用带括弧的上标来指出导数的阶 
数，例如， x ( n ) = ^ . 

(ft 71 

首先我们着手讨论一个一 阶微分方程， 亦即只含未知函数一阶导数的方程，它 
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可以写成如下 形式: 


F(t^XyX) 


0. 


a ) 


这里 t 是自变量， 
的给定函数. 



是 f 的未知函数 ，X 


dx 

dt 


是未知函数的 导数； 函数 f 是三个变量 


函数 F 可能不是对其变量所有的值都有定义，所以要讨论函数 F 的定义域 S . 


这里的区域 S 指的是三个变量 t 



坐标空间中的点集.当自变量 i 的函数 



在某个区间 



< 


< 



(不排除 r 





^2 




用代替⑴式中的: r 时，得到了在整个区间 


< 


函数 



^⑷是方程 (1) 的解； 而称区间^ 




+ oo 的情形）上有定义，而且当 
: t < r 2 上的恒等式，就称这个 
为解^⑷的定义区间.显然，只 


有当函数一⑷在整个区间 n 

能在关系式 (1) 中做替换 a ; = 

使得当变量亡在区间 n < t < 

数 F 的定义集合 B . 


上有一阶导数（特别，函数是连续的）时才可 


为了能够在关系式 (1) 中做替换 



还必须 


中取任一值时，以 ( i , 一⑷， m ) 为坐标的点属于函 


关系式⑴联系着三个变量亡， 



士- 在某些情形下，它把变量 i 确定作为自变 


m 



的单值隐函数 • 这时，微分方程 (1) 等价于形式为 





( 2 ) 


的微分 方程. 我们称( 2 )是己解出导数的微分方程，它与较一般的微分方程⑴相 

比，在某些方面更容易研究.我们现在就是讨论已解出导数的方程，且不再认为关 

系式⑶是由形式⑴的方程关于 i 解出来的结果，而是以两个自变量《， o ； 的给定函 
数 /( M ) 作为出发点. 

_ 为了利用直观的几何表示，我们在讨论中引进 

了变量 〖和 x 的坐标平面 p ; 这时，我们将把自变量 


_ 


r 


爹尤 放在横坐标轴上，而把未知函数 a 放在纵坐标轴上. 

-— - 一^ 确定微分方程( 2 )的函数/可能不是对自变量 f 和 

^所有的值都有定义，或者用几何语言来说，不是在 

-^- - t 平面尸的所有点处而仅在 p 的某一集合 r 上有定义 

I (rn 1). 关于集合 r ， 我们今后总假设它是 开的； 这 

1 就意味着,对 r 中的每 一 点 p ，同时还有 一 个中心在 

气 f ， 半径为正的圆整个位于 r 中（参看§3 2 ),关于函数/还假设它本身及其偏导 


m 


数在整个集合 r 上都是 t 
平面尸上的几何表示就是以 



这对变量的连续函数.于是方程 (2) 的解 a ； 




以幻在 


于 K 上的儿何表不就是以 : r = p ⑷为方程的曲线.这条曲线处处有切线而且完全 

落在开集 r 中; 这条曲线就称为微分方程 (2) 的积分 曲线. 

存在和唯一性定理 

如所 周知， 在代数学中回答各种代数方程组 解的个 数问题 的定理起了很大的作 


§1. 一 阶微分方程式 


*3 • 


用，例如，证明 n 次多项式正好有 n 个根（有几重就算几个）的 代数基本定理 就是这 
样.完全一样，在微分方程理论中，有关微分方程存在多少个解的问题也是重要的理 
论问题.结果是每一个微分方程都有一个 无限多 个解的集合，所以对微分方程应当提 
出的不是关于解的个数问题，而是关于如何描述给定微分方程所有解的集合.在本节 
中叙述而不加证明的存在 和唯一性定理 （定理 1) 回答了这个问题.至于这个定理的 
证明，我们在本书相当后面（见 §20) 才给出. 

定理1给定微分方程 

^ (3) 

假设函数 /( i ， z ) 在变量(纟， o ：) 平面 p 的某一个开集 r 上有定义，并且在整个开集 r 上 
函数/本身及其偏导数都是的连续 函数； 那么定理 断定： 

1。对于集合 r 的任一点(如，耶），方程 (3) 都存在着解⑷，它满足 条件： 

^(^ o ) = x 0 ; (4) 

2°如果 a : = 0⑷和 ： c = xW 是方程 (3) 的两个解，只要它们在某一个值 f =如处 
是一样的，也就是如果满足 

矽(亡0) = X ( 亡 0) ， 

那么对于两者都有定义的变量£值，它们是恒等的. 

数心吻称为解 a : = ^⑷的初始值，而关系式( 4 )称为这个解的初始条件.我们 
也说， 解 x = < p ( t ) 满足初始条件⑷，或者说它具有初始值 t 0 , x 0 . 当确定 x = #⑷满 

足初始条件( 4 )(或者具有初始值心吻)时，总认定解 : n = p ⑷的定义区间 ri <亡< 
r 2 含有点亡 0 . 

于是定理1断定，集合 r 任一点，邱）的坐标都是方程 (3) 某一解的初始值，并 
且两个具有相同初始值的解是完全一'样的. 

定理1的几何涵义在于， 通过集合 r 的每一点 (化 ， 邱) ， 有且只有方程 (3) 的一条 
积分曲线通过 （见图 1). 

一般来说，过集合 r 的每一点(£ 0 ^ 0 ) “只有一条”积分曲线通过;要是允许在某 
一点处不是这样，那么方程 (3) 确实除了存在于完全确定区间。<《 < 7*2 上有定义 
的解函数 z = V ?⑷之外，还可能存在函数 i 0⑷，它也满足方程 (3) 以及具有同样 
初始值如，吻，但它是在另外一个区间 Sl < t < S 2 上有定义.定理1的第二部分 断定： 

仅在两者都有定义的区间上，函数^⑷和姻才完全相同，但是绝对没有说过，它们 

的定乂区间？ '1 < t <『2和 Si < f < S 2 是 一 " 样的. 

_ 

如果区间中 之一， 例如 Si < t < S 2 , 完全包含了另一个区间，那么我们就称定义 
在区间以<*<朽上的解 : r = 0 ⑷为解 x = p ⑷的 延拓. 这时人们的注意力自然都 
集中在那些既不能向左，又不能向右延拓的解上.我们称这种解为 不可延拓的解 .不 
难证明（但这将在较后面作出，见§ 22 )，每一个解都可以用唯一的方法延拓到不可延 
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拓解 • 现在如果把不可延拓解放在积分曲线图之中，那么过每一点(‘耶)通过唯一 
积分曲线的结论就是正确的. 



我们已经用 函数# ⑷的图形对方程 (3) 的每一 
解 x = #⑷作了几何解释.现在来给出方程 (3) 本身 
的几何 解释： 过集合 r 的每一点⑷ ar ), 引一条斜率 
为 /( t ， x ) 的直线我们就得到了对应于方程 （3) 
的方向场，这就给出了该方程的几何解释. 

方程的几何解释与它的解的几何解释之间的联 
系是： 任一积分曲线 a = # ⑷ 在它的每一点 ⑺ ip { t )) 
处与直线 l tMt ) 相切 （图 2). 



1 •为了说明定理1的意义（在此是指它的第二部分)，我们求解微分方程 


其中 a 是实数.这里 


x = ax ， 


f ( t y x ) = ax ， 


(5) 


从而函数/实际上只依赖于变量 X ;在这种情况下，函数/的定义集合是整个平面 P . 

函数 /( t ， a :) = ax 本身及其导数= a 都是变量 t 和; C 在整个平面 P 上的连续 
函数，因此，对于方程( 5 )可以应用定理 1. 直接把函数 


x = ce at ⑹ 

代入方程 (5) ,可以验证函数⑹的每一个函数都是方程⑻的解，其中 c 是任一实数. 
解⑹是不可延拓的，因为它已经定义在整条直线 -oo < £ < +00 上.我们来证明，当 
给数 c 以所有可能的值时，就得到方程( 5 )所有 的解. 假设 a ； = p ⑷是该方程的彳 i 意 
解，我们来证明，可以选择常数 c 使得 p ⑷ = ce 气为此令纟 0 是解⑷存在区间中的 
某一点，而且吻=冰 0). 于是我们若取 c = Xoe -' 则方程⑻的解 工 = _和 $ = 

cea <== 吻一％有相同的初始值 ㈧ ，吻 ) ，因此由定理 i 的第二部分，它们是同一个 
解.所以公式( 6 )给出了微分方程 (5) 所有解的集合. 

2 -我们来给出放射性物质衰变过程的数学描述.用: r ⑷表示到时刻〖还没有 

衰变的物质数量，由物理的设想推出（如果没有条件得到整个反应过程 的话) ，衰变 
速度，即导数士⑺，是与放射性物质尚未衰变的数量成正比： ’ 




. 一些初等的求积方法 


其中0是一个依赖于放射性物质性质的常数正比例系数，而右边的负号表示0：⑷是 
减小的.我们看出，函数0；⑷满足例题1中所讨论的最简单的微分方程，所以 


x ( t ) 


ce 



为了确定常数 c , 只要指定初始值就够了.例如，如果知道在时刻 f 


0时，物质 


的数 量是吻 ，那么 c 


x 0 ，而且有 


x ⑷ 




Xo 



-饵. 


这里衰变速度是用量纲为1/秒的量 A 表示的.常常用所谓半衰期，即物质衰变一 

半所用的时间，来代替量 p 对衰变速度性质的描述.以 r 表示半衰期，我们来建立 
量0与： T 之间的关系.我们有 ' 



2 


x 0 e 


-/3 T 


由此得到 


T 




ln2 • 


§ 2 . 


些初等的求积方法 


当我们研究微分方程时，所面临的主要问题就是求出它的解.在微分方程理论 
中，正像在代数学中那样,关于所谓寻找方程解的问题可以用不同方式来理解•在代 
数学中，最初是企图找出利用开根的办法来求岀任意次方程解的一般公式,例如二次 
方程解的公式，三次方程解的卡尔旦 ( Canian ) 公式和四次方程解的费拉里 （ Ferrari ) 
公式.后来证明了，运用开根来求解四次以上方程的一般公式是不存 在的. 可是，始 
终存在着求出数值系数方程近似解的可能性，以及还可以研究方程的根对其系士的 
依赖性.在微分方程理论中，解的概念大致也是这样演变的，开始时总是力图去求出 
微分方程的解，或者所谓“用求积方式积分出微分方程”，也就是说试图用初等函数 

以及它们的积分来表示出解.以后，当弄清楚只有对少数类型的方程才存在这种意 
义下的解时，理论的重心就转移到对解的性态的一般规律性研究. 

在这一节中，我们将介绍某些最简单一阶方程的求积方法. 


( A ) 全微分方程我们来求解方程 



9{t,x) 

h ( t ， x ) ’ 


⑴ 


它的右边是函数 〆 与函数商的 形式. 假设函数 〆 i〆 ) 和/^，心在变量^ 
匕平面 p 的某个开集 r 上有定义且连续，分母/^纟， x ) 在这个集合的每一点处都不为 
零，而且表达式吣，4血-池 re ) 由在整个集合 r 上是全微分.最后这个假设意味着 
存在一个定义于集合 r 上的函数 ic ) ，它在整个集合 r 上满足条件 


dF ( t , x ) 

dx 


x ), 


dF ( t y x ) 
dt 


x ) 


⑵ 
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于是将方程 (1) 约定写成如下形式的方程 

h ( t 、 x)dx — g ( t , x)dt = 0, 

它的左边是全微分.因此对方程 (1) 的每一个解 x = 都有恒等式 

/( two ) ^ 常数 

成立.反之，每一个由（含有任意常数 c 的）方程 

F ( t y x ) = c (3) 

番 

♦ 

确定的且定义在某个区间上的隐函数 a ； = #⑷，都是微分方程 (1) 的解. 

我们来证明命题 ( A ). 设 a : = 是微分方程 (1) 定义在区间 r l < t < r 2 上的解， 

于是对这个区间所有的点我们有 

KKt)y 

由此得到 

*))柳) 一 g ( t ， = 0 . 

由⑵，这个等式的左端是函数⑹对 t 的全导数，因此在整个区间 n < t < 
T 2 上有 

~ F ( t iip ( t ))=0. 

根据分析上的已知定理，即知函数⑷)在整个区间上是常数. 

反之,设 ; c = 是方程 (3) 在某个区间上的解， 因此有 

F ( t , ip ( t )) = c . 

将这个恒等式对《求导，由 （2) 我们即得 


办(亡， *)0 ⑷一 5(亡， W ⑷ ） = 0， 

由此看出， a ; = P ⑻是微分方程 (1) 的解. 于是命题⑷得证. 

在命题⑷中所叙述的结果可以作出如下几何解释. 微分 方程⑴ 的每一条积分 

曲线都完全位于函数4，亦即由方程 (3) 确定，的某条水平线上.反之，每一条水 

平线的连通部分（亦即方程 (3) 定义在某个区间^ <〖< r 2 上解的图形）都是积分曲 
线. 

由于函数~，幻的水平线可能是由分开的几段组成，所以在这种情况下 F u x ) 
的水平线就不只是一条积分曲线，而是分布着几条的积分曲线,换句话说，根据-方 
程⑶， 一 个常数 c 可能确定几个（甚至无限多个, 参看例 3 ) 不同的不可延拓解. 


些初等的求积方法 


( B ) 线性方程我们求解方程 





a ( t)x + b ( t ) , 


(4) 


其中 a ⑷和6⑷在某个区间 n < t < r 2 (不排除。 




OO 和 7*2 




+00的情况）上 


有定义且连续.因此，在平面 p 中的开集 r 是由加在（上的条件 n < t < r * 2 和任意 
的、 x 所确定.如果/^和/^都是有限的，那么这个集合 r 就是带形 区域； 如果量 n , r 2 
中只有一个是有限的，那么这个集合就是半 平面; 如果两个量 n ， r 2 都是无限的，那么 
就是平面.在整个集合 r 上，方程 (4) 右边的函数及其对: r 的偏导数都是连续的，所 
以对于方程 (4) ，定理1的条件都满足了.令紿为区间 n < t < r 2 中的某一个点.我 
们记 


A ( t ) 





a ( r ) dr . 


⑹ 


函 数乂⑷ 在整个区间 r ! < i < r 2 上都有定义.于是，方程 (4) 所有解的奉合就写成公 
式 



Xo -f 



t 



A ^b{r)dr^ 


e 


Mr) 


⑹ 


这里 



是任意常数.这些解中的每一个都在整个区间 


上有定义，从而是 


不可延拓的（因为在这个积分上下限之外，方程 (4) 的右端没有定义). 

为了证明命题 ( B ) ，我们首先注意到关系式 (6) 给定的函数: r 是方程⑷的解.这 
可用代人的方法直接验证. 


我们证明公式⑹包含了方程⑷所有的解.令 



间 


< t < 



上的任一解.这个区间应当被包含在区间 


是方程 (4) 定义在区 
L < ^ <之中，因为方 


程⑷的 右边只在区间 


< 



上有定义.令 To , 为解 



< f ( t ) 的初始值.我 


们证明，可以这样选择公式( 6 )中的数; To ，使得用这个公式确定的解，其初始值就 


是 



心,，亦即满足条件 



+ 



t 



A { r ) b { r ) dr^j e M T o ) 




Co • 


⑺ 


由此即可证明（见定理 1) 解 



W ⑷与解⑹在整个区间 s 1 < t < s 2 上完全一样. 


关系式⑺对于未知量 X 0 来说是一次方程， WRxo 的系数不等于零，从而 
方程( 7 )关于未知量吻是可解的.于是命题 ( B ) 得证. 


为了进行对比，我们介绍另- 
式 (6) 的推导.首先考虑齐次方程 


个（在大量教科书中采用的）便于记忆的有关公 


V 




a (% • 


⑻ 


这是 


个全微分方程（见 ( A )). 事实上，它可约定写成形式 


dy 

y 


a ( t)dt 


0. 


于是对应的函数由公式 


F(t,x) = ln|j/| -A(t) 

给出，因此根据 ( A ) ， 齐次方程⑻的解由关系式 

In |2/| — A(t) — c\ 

的隐函数确定 • 由此得到 | y | = ，或者写成另一个样子 

V = ce AW , (9) 

其中 c 可以取任意实数值.（这个推导含有不准确性，因为函数/ I ⑺ j ；) =心而 j /可以 

等于零，从而命题 ( A ) 的第一个条件就不 满足； 这种不准确性容易消除，然而在此我 

们不这样做，因为公式⑼只是公式⑹的特殊情形，而后者在上面已完全证明 .） 

为了利用公式⑼去求出非齐次方程⑷的解，我们利用所谓的常数变易法.这 

就是寻找方程⑷具有⑼那样形式的解，其中 c 已不再是常数，而是变量 t 的某个未 
知 函数. 将所设想的这个解代入方程(4)，即得 

c e A ^ ca ⑷ 〆 ⑴ = a(t)ce A ^ + 6(^) , 


或者同样写成 


以乂⑴= 6⑷ . 


由此找到 

Cz= J = Xq-\- J e~ A ^b(r)dr , 
其中 x 0 为积分常数， ° 


例题 

1. 我们来求解所谓的可分离变最方程 


x = f(t)g(x). 

我们假设函数/⑻在区间 n n 上有定义且连续，而函数 〆 rr ) 在区间仍 < x < 

仍上有定义、连续且不等 于零. 于是 所考虑 的方程是一个全微分方程.也就是它可 
以约定地写成形式： 

念 -/_ = o . 

其对应的函数 Rf ， 4用公式 



些初等的求积方法 


给出.其中 To 属于区间仍 < x < q 2 , 而; r 也在同一区间上变化；纪属于区间7^ < t < 


r 2 ，而 t 也在同一区间上变化.因此根据命 


m 


( A ), 所论方程的一切解由关系式 


x 

o 9(0 


f(r)dr + c 


亡 0 


的隐函数得到. 

2. 我们求解方程 


X 


h 


(!)’ 


这个方程的右端只依赖于变量: r 和 i 的比值.这种方程称为齐 次的. 

我们假设函数在区间 ai <y < a 2 上有定义且连续，而且在这个区间上函 


数 My ) 


y 不等于零.我们用变量替换的方法来求解这个方程.亦即引进未知函 


数2/来代替未知函数 rr . 令 
方程 


X 


扒.进行这个替换后，我们得到关于新未知函数 y 的 


yt^y 




或者同样写成 


V 


Hv ) 


V 


得到的分离变量方程就可以用例题1中指出的方法进行求解. 

3. 我们求解分离变量方程 


X 


x cost. 


( 10 ) 


P 

它的定义集合 r 是整个 ( i ， 4平面.当; r >0 和; C <0 时,这个方程可以用在例题1中 
指出的方法进行求解.对于这两个半平面中的每一个，我们都有 



dx 


x 



cos tdt , 


或者写成另一个样子 


sin 亡 


c . 


因此我们得到 


x 


X 


C 


sint 


除了用这个公式表示的解外，我们还有一个显然的解 


x 


0. 


(11) 


( 12 ) 


我们证明，公式 (11) 和( I 2 )已包括了方程 (10) 所有的解.令 (‘ xo ) 为任意初始值.如 


果吻 




0 ， 则解( I 2 )就有这对初始值 •如果 吻 # 0 ， 那么 当 


c ：= sin 亡 0 + — 

Xo 


,10 • 
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0寸，解 (11) 就有所指出的初始值，解 (12) 是定义在区间(- oo ，+ oo ) 上，因此是不可延 
拓的.完全一样地，当> 1时,公式 (11) 确定了一个在区间 （- oo , + oo ) 上的不可延 
拓解.当取定满足不等式 | c | < 1的常数 c 时，公式 (11) 就不只给出一个解，而是一个 
解的无限集合. 这时其中每个单独的解是定义在区间7^ < ( <『 2 上，这里 n 和『 2 是 
函数 sin 〖= 0的两个相邻零点（图 3). 


X 



c-sini 


图3 

4 -我们来证明，如果方程的右端没有连续的偏导数那么定理1的第一部分 
(唯一性）可能不成立.为此，我们考虑方程 



3 x 2 / 3 . 


(13) 


0处 


方程( I 3 )的右边对一切0；值都有定义且连续，但是它的导函数仏― I # 却在^ 
出麵断 • 如果取平面尸上所有满足不等式$ # 0的点集作为 r ， 那么定理1对^ : 
程 (13) 是可用的，且使用在例题 2 中指出的方法，方程( 13) 在半平面 0：>0 和 IT <0 中 
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.11 * 


的每一个上都可以求解.采用这种方法求出方程 (13) 的解,我们得到; r 1 / 3 = t - c , 或 
者 

x = ( t - c ) s . (14) 

函数 ( I 4 ) 图形（当亡< c 时）的一部分是位于半平面$ < 0之中，而图形（当 f > c 时) 
的另一部分是在半平面 r > 0内.但是直接验证即知，对在区间 -oo < 〖< + oo 上所 
有的 t 值，函数( I 4 )是方程( I 3 )的解.同时， X 三0也是方程 (13) 的解.于是,通过直 
线 a ： = 0上的每一点 x = 0,〖 = c , 就至少存在方程 (13) 的两个解（见图 4): 解 (14) 和 
解 z = 0 • 所以我们看出，定理1的第二部分（唯一性）对方程 (13) 不成立. 



§3- 存在和唯 一 性定理的叙述 

在§ 1 中，我们讨论了一个一阶微分方程，并且叙述了这个方程解的存在和唯一 
性定理.常微分方程理论还涉及到更一般的方 程组. 通常由几个一阶常微分方程式 
构成的方程组就含有几个未知 函数; 这时所有未知函数都是同一个自变量的函数在 
巧何讎下存在和唯一性定聊是处在可能对给定微分方程麵行研究的基本理论 

位置 * 


， 12 . 
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存在和唯一性定理是对表面形式稍微特殊的方程组类型进行叙述和证 明的； 实 
际上，相当一般类型的方程组都可以化成这种方程组.这里所说的这种特殊类型微 
分方程组，我们以后称它是标 准的. 

常微分方程组 

^ x 1 ， … ， a; n ) ， i = 1,… ， n ， ⑴ 

叫做标准的. 在这个方程组中，（是自变量，: r 1 ，.. •，: r n 是这个变量的未知函数，而函 
数尸，… ，尸是 定义在 n +1 维空间的某一开集 r 上的 n + 1 个变量的函数，这个空间 
点的坐标就是数量以 1 ，…今后总假设函数 

/(^ x 1 , •• - , x n ), i = (2) 

在开集 r 上是连续的，同时还假设它的偏导数 

- 9^3 -， M = …，… （ 3) 

在开集 r 上存在且连续.应该指出,偏导数⑻的连续性假设只是关于变量 …， x n 
的，而不是关于自变量 t 的. 

如果连续函数组 

x% ⑷， i = 1,…， n ， ⑷ 

在区间 n < t n 上有定义，并且满足方程组(1)，我们就称它为方程组 (1) 的解， 

而称区间7^ < f D 为解⑷的定义区间 （不 排除 ri = — oo ， r 2 = + oo 的情形 ). 

谓函数组⑷满足方程组 (1) ，是指将它们代替⑴中的 a ； 1 ， … ， a : n 时，关系式⑴在区 

间。<《< a 上是 i 的恒等式_为了这样的替换是可能的，函数 (4) 必须在区间 ri < 

^ < r 2 的每一点处都有导数，且方程组 (1) 的右端对代入后的所有变量的值都有定义， 

这就是说，对于区间 n < t < r 2 中的所有的 t ，以匕 7 < p n ( t ) 为坐标的点必须 
属于集合 r . 

现在叙述标准的方程组 (1) 的存在和唯一性定理.（证明将在§ 21中给出 .） 

定理 2设 （1) 为标准的常微分方程组_其中方程组 （1) 右端在某一开集 r 中有 
定义，而函数( 2 )和 (3) 在这个集合上连续.那么可以证明，对于集合 r 的每一点 

紿乂…，邱， 

存在着方程组 (1) 的定义在含有 t 0 的某一个区间上的解 

X% = ^(0 ) 2* = 1， . . . ， /z ， 

且满足 条件： 

亡 0 ) = Xq , i=z 1 ; ... 


(5) 

⑹ 

⑺ 
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•13 • 


其次，可以证明，如果方程组 （1) 有任何两个解 


X 


X 


_， 
xHO ， 






1， 

1， 


_ « 


n 


⑻ 


* ♦ 


.，n 


满足条件 


^(^o) = X i (^o) 





1， 


• • 


• ，打， 


⑼ 


并且每一解的定义区间皆含有点 to , 那么这两个解在它们的共同的定义区间上处处 

相等. 


我们称 (5) 为解 (6) 的初始值， 称关系式 (7) 为这个解 的初始条件. 今后我们说， 
解 (6) 具有初始值 (5) ，或者说它 满足初始条件 (7). 

于是，标准方程组的存在和唯一性定理可简述 如下： 

对于任何初始值 (5)， 总存在方程组 (1) 的一个解，这个解在某一个含点化的区 
间上有定义，并以 (5) 为初始值.其次，如果有两个都具有相同初始值 (5) 的解，其中 
每一个在各自的定义区间都含有 b ，那么这两个解在它们定义区间的公共部分上重 
合. 


完全与在§2—样,我们在此引进不可延拓解的概念. 
⑷假设 


X 


抑）， 


1， 




( 10 ) 


是方程组 (1) 定义在区间 n < i < r 2 上的解，而 


x 


仰 h 


1，…， n ， 


( 11 ) 


也是方程组 （1) 但定义在区间 Sl < t <的上的解.如果区间 i < 5 2 包含了区 
间 r 1 < t < r 2 (亦即 s 1 ^ ri , r 2 <52), 而且解 （10) 与解 (11) 在区间 r 1 < t < r 2 上完 


n , r 2 


全一样，我们就说解 (11) 是解 (10) 的延拓_特别，当两个解完全一样，即& = 

^2的情况下，我们也认为解 (11) 是解 (10) 的延拓.我们将称解 (10) 为不可 延拓的 ，如 
果不存在任何不同于它本身的延拓解. ’ 

不难证明（但这将在后面作出，见 § 22 ，( A )), 每一个解都可以用唯一的方法延拓 
到不可延拓解. 

我们现在还要叙述一条存在性定理，它的证明将在§21中进行. 


定理 3假设 


n 


X 



aj(t)x j + b^t) ? 


1， 


♦ 螯 


• ,n, 


( 12 ) 


p 

3 


是标准的线性方 程组； 其中 系数^ ⑷及自 由项以 ⑷都是自变量《定义在某个区间 
Qi < t < q 2 上的连续函数.于是可以证明，对于任意的初始值 


亡0，工0， . ’ ’，工 


0 3 


Q\ < to < q2 ， 


(13) 
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方程组 （12) 存在一个以 （13) 为初始值的解，这个解在整个区间仍 < 6 < 仍上有定义. 

特別，如果方程组 (12) 的系数及自由项是定义在整个直线上，即如果& = -0 C , 

必 = + oo 时,那么对于任何初始值，方程组 (12) 都存在着定义在整个无限区间 -oo < 
t <+ oo 上的解. 

标准方程组 (1) 的解的几何意义是以变量为坐标的 n + 1维空间中 
的积 分曲线 （与§ 1比较)，积分曲线的方程具有 形式： 

^ ⑷，^ = I ,-** , n , (14) 

这里 (14) 是方程组的解. 

方程组 （1) 本身可以用 n + 1 维空间中的方向场做几何解释（与§1比较). 

例题 

1. 求解标准线性方程组 

士 = y - ujx . (15) 

对此，集合 r 是坐标为 /的整 个三维空间.直接验证即知，函数组 

x = d cos(ut + C2 ) ， ci sin ( o ;6 + c 2 ) (16) 

是方程组 ( I 5 ) 的解，其中^和^是任意常数.为了证明用适当的方法选取常数 Cl 

和 a 后可由公式( I 6 )得到方程 ( IS ) 任意的解,我们只要任意给定初始值《 0 ,吻,如，并 

证明在解 ( ie ) 中有方程 (1 S ) 以纟。，吻，如为 初始值的解.这时，我们得到决定常数 Cl 
和 C 2 的条件 

C 1 cos ( o^o + C2) = Xo , Cl sin ( u ^ 0 + c 2 ) = y 0 . (17) 

设 p 和 W 为点(: EO , 如)的极坐标，因而有 

— 9 cos < p , 2/0 = psirnp . 

于是方程 (17) 可重写成 形式： 

Cl cos Mo + c 2 ) = /?cos p ， a sin ( u ; t 0 -h c 2 ) = psirup . 


ci - P , c 2 ~ ip ~ u ; t 0i 

显然它们满足条件 ( I 7 ) ，所以通过每一点(< 0 ,抑， 如) 都有由公式 (16) 给定的解根据 
定理2 (唯一性)，公式 (16) 包括了所有解的集合. 


§4. 化一般微分方程组到标准方程组的知识 
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2. 我们证明，如果方程组 (1) 的右端 (2) 是 A : 次连续可微的，亦即对所有变量 
M 1 ， …， W 有々阶连续偏导数(包括混合导数),那么方程组⑴的解⑷有 ( A +1) 阶 
导数且连续. 

事实上，对于解 (4) 有恒等式 

= / 1 (艺， W 1 ⑷，…，/⑷）， i — lj -' , n , (18) 

成立.如果方程组 (1) 的右端 (2) 有连续的一阶偏导数，那么恒等式 (18) 的右端就有 
对 f 的连续导数，从而函数#⑷存在且连续.对所写出的恒等式 （18) 求导 ifc 次，我们 
相信函数^⑷按2,3, _ . • ， fc + 1顺序各阶导数的存在性和连续性. 

§4. 化一般微分方程组到标准方程组的知识 

前一节叙述了标准微分方程组解的存在和唯一性定理.现在来说明用什么样的 

方法把很一般的微分方程组化成为标准微分方程组，同时对这种一般方程组建立解 
的存在和唯一性定理. 

首先我们给出一般形式的微分方程组概念. 

在自变量 i 的一个未知函数; c 的情况下，通常讨论一个方程，它可以写为 形式： 

F ( t , x , x r - , x (n) ) = 0; (1) 

其中 i 是自变量， x 是它的未知函数，而^是给定的 n + 2个变量的函数.函数^可 

能不是对其变量所有的值都有定义，所以要谈到函数 F 的定义域 S ， 这里域5是指 

在 n + 2 维坐标空间中的开集其中点的坐标是变量“，九…如果出现在 

微分方程中导数的最大阶数等于 n , 就称 方程是 n 阶的. 微分方程组的阶如果用自 

变量 i 定义在某个区间 n < i < a 上的连续函数$ = v ? ⑷代替方程 (1) 中的 x 时，得 

到 f 在区间 n < i q 上的恒等式，就称 z p ⑷是方程⑴的解.显然仅当函 

数 W ⑷在区间 n < ( < a 上具有直到 n 阶导数时，才能把$ = p ⑷代人式(1)， 

而且还必须当 n <(< r 2 时使得以⑷，卵)，… a ⑻⑷)为坐标的点属于给定函 
数，的定义域 

如果有同一自变量的两个未知函数，那就要讨论由两个微分方程构成的 方程组 
它可以写成 形式： ’ 

x } •• 仏… , i / W ) =0, 

\ g ^， x ， 土，… ，: c ㈣ ， "，☆，••• )2/ W ) = 0, ( 2 ) 

其中《是自变量， x 和^ /是 它的两个未知函数，而 F 和 G 都是定义在某个开集 s 中 
的 m + n + 3 个变量的函数.如果出现在方程组( 2 )中的函数 x 的导数的最高阶数等 
于 m ， 而出现在方程组⑵中的函数 y 的导数的最高阶数等于几，那么就称数 m 为方 
程组( 2 ) 关于: r 的阶 ，称数 n 为方程组( 2 ) 关于 y 的阶， 而称数 n + m 为方程组 (2) 的 
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阶.如果把定义在某一区间7^ < t < r 2 上的一对函数 a : = w ⑷和 y == 轉 ），代 

入关系式 (2) 时，我们得到 t 在区间 n < f < r 2 上的恒等式，那么就称这对函数为 

方程组 (2) 的解.与一个方程的情形一样，要假定满足在方程组 (2) 中可以进行代 
换 a ： = ip ( t ), y = ip ( t ) 的条件. 

类似地可以定义包含一个自变量的三个和更多未知函数的微分方程组.如果 
微分方程的未知函数是 r ' 出现在方程组中的 函数/ 的导数的最高阶数等 

于乐 , i = 1，…， n ， 那么数佔称为方程组 关于/ 的阶， 而数 g = gi +收 + ••• + 如称为 

方程组的阶.于是在§3中的标准方程组⑴是 n 阶的. 

如果关系式⑴对 a : ⑻是可解的,那么方 程⑴可 重写为 形式： 

z ⑻ = : r ( n — P ). ⑶ 

同样，如果方程组⑶关于 rc ㈣ ，2/⑻是可解的，那么这个方程组可重写为 形式： 

f x(m) = f(t,x,x r - , ?/,*•*, 2/ (n_1) ), 

1 y {n) = g { t , 凡屯 …，分，…， y ^ n ~ 1 ^). ⑷ 

方程 (3) 和方程组 ( 4 ) 称为是 已解出最离阶导数的方程. 类似地定义具有任意个数未 
知函数的已解出最高阶导数的方程.特别，§ 3 中的标准方程组⑴是已解出最高阶导 
数的方程_今后，我们几乎只研究已解出最高阶导数的方程. 

现在我们证明，任何已解出最高阶导数的 n 阶微分方程组都可以化成标准几阶 

方程组 • 为此先给出把一个已解出最高阶导数的 n 阶方程化成 n 阶标准方程组 

⑷设 

y {n) = 仏… ， 2 / (n - 1} ) (5) 

是一个已解出最高阶导数的 n 阶微分方程.这里 i 是自变量， y 是变量 f 的未知函数. 

此外，函数 仏…， y ^- 1 )) 是 n + 1个变量 t ， y ， 仏…， 的给定函数，它定义 

在 n +1 维坐标空间的某个开集 r 中.关于函数仏… ， y (n - ，我们假设它在 
集合 r 上连续，以及它的偏导数 


df{t ， y 、 仏 … ， / 打一 1 )) 

Qy(k) ，允 = 0 ， 1，…， n - 1 ， 

(在此令 2 /W =2/ )也在集合 r 上连续.为了把方程( 5 )变为标准方程组，利用等式 


尤 1 = V ， = y, … ， x n = ， 

I 

引进变量 i 的新未知函数 a : 1 , … 〆 于是方程 (5) 就等价于方程组 




⑹ 


⑺ 


« 奢 
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根据定理2由此得出，对于集合 r 中的每一点‘如，釦 ，…， ^ n_1) , 存在着方程 (5) 满 

足初 始条件 

= Vo k) , fc = 0 ， l ， *_. ， n-l 

的解 y = # ⑷.换句话说,存在以 


to ， 





( 8 ) 


为 初始值 的解. 

其次，任何两个以 (8) 为初始值的解在它们定义区间的公共部分上是一样的.如 

果方程⑸是线性的，就是说，函数/关于变量2/，仏...，一4是线性的，而它的系 

数在区间仍< t < 必上有 定义并且是连续的，那么对于任何初始值如，如，…， 

vi n ~ l \ 其中 < h < t 0 < q 2 , 都存在着在整个区间 qi < t < q 2 上有定义的解2/ =矽⑷. 

我们来证明，方程 (5) 等价于方程组 (7) • 假设函数 y 满足方程(5)，要证明由关 

系式⑹所确定的函数 x 1 ，•.. ，满足方程组 (7) ;对引进新未知函数: c 1 ，... ，#的关 
系式 (6) 求导，我们得到 


X 





(9) 


x n — • ( 10 ) 

根据关系式⑹来替换关系式⑼的右端，根据函数 y 所满足的方程⑸来替换关系 
式 (10) 的右端，我们就得到方程组⑺.反之，假设函数V，...，#满足方程组⑺; 
并取V为〜我们来证明函数 y 满足方程( 5 ) • 在方程组( 7 )的第一式中令 x i = y ，得 
到: c 2 =心在第二式中令 x 2 =々，得到 o: 3 =心继续这样做，我们就导出关系式 (6) ， 

最后，在方程组 (7) 的最后一式中，根据关系式( 6 )改变每一个 函数; ci , …，/就得 
到关于2/的方程⑹. 

因为函数/在集合 r 上有定义，所以方程组( 7 )的右端在按公式 (6) 进行坐标变 
换的条件下在集合 r 上也有定义.在集合 r 上，方程组⑺满足定理2的条件.因此， 

可以在集合 r 上任意选择初始值屯…，对，根据变换(6)，这些初始值变为方程’ 
(5) 的初始值 

亡0 , 2/0 ， 々0 ，…， 一 1 K 


如果方程( 5 )是线性的，那么方程组( 7 )也是线性的.根据定理3由此推出命题 
(A) 的最后部分.于是就证明了命题 (A). 


在命题 (A) 中所描述的方法给出了把任何已解出最高阶导数的微分方程变为标 

准方程组的可能性.为了减少讨论的复杂性，下面的命题 (B) 研究由两个方程构成的 
四阶方程组. 


(B) 设 


| ^ it, v, v ) , 

I ^ = 9(t,u,u,v,v) 


(11) 
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是由两个 
的公式： 


阶方程构成的方程组.这里（是自变量， U 和 V 是 f 的未知函数.按照如下 






5 




y 




引进新的未知函数： r 1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 后，我们就把方程组 (11) 变成标准方程组.在这个变 
换之下，方程组 （11) 变成方程组 



如果假设方程组 (11) 的右端函数/和1在五维空间的某个开集 r 中有定义，其中空 
间点的坐标是而且这些函数是连续的，以及有关于的连续一阶 
偏导数,那么方程组( I 2 )是标准的，且在集合 r 上满足定理2的条件.由此容易得出， 
对于集合 r 的任一点& 如， 如,如 ，如， 方程组 （11) 存在满足初始条件 


( f ( to ) = Uo , ( p ( to ) = ii 0 ? 

姆 o) = V 。 ， = t；o 

的解 w = < p ( t)，v = ^( t )、 此外，任何两个具有同样初始条件的解，在它们存在区间的 
公共部分上是一样的. 

命题 ( B ) 的证明和命题 ( A ) 的证明完全一 样， 

如果一个 n 阶的方程以形式 


,2/ (n) ) =0 (13) 

给岀，也就是说还没有解出未知函数的最高阶导数 y ⑻，那么首先产生的是关于解 

出 2/(") 的可能性 问题. 可以认为，这个问题与其说是属于微分方程领域不如说是属 

于函数论领域的问题.可是在这里有某些问题被放到微分方程理论中来了.它们带 

^下面的特征，设方程( I 3 )关于变量是二次的，因此它确定^ /⑻ 为其余变量的 

—值 函数.要是两个值实际上不同的，我们实质上就得到两个形如 (5) 的不同微分方 

程.可是由方程(^)决定的变量 y (…的两个值并在一起了，不可能分解成两个形式 

如( 5 )的方程，这就不得不研究方程 (13) • 这种方程的研究,引向微分方程奇解的概 
念以及对曲面上微分方程的讨论 • 但在本书中不讨论这些问题 

例题 


1. 求解方程 
其中 o ; 为正常数. 


x-\-u 2 x — 0 , 


(14) 


_ §4,化一般微分方程组到标准方程组的知识 _ .19 - 

直接验证，函数 

x = r cos((jt - ha ), r ^ 0 (15) 

满足这个方程,这里 r 和 a 是常数.我们证明，公式 (15) 包括了所有解.设 : r = #⑷是 
方程 (14) 任意的解.根据定理3 (参看命题 ( A ) 的末尾)，可以认为 : c = #⑷对所有 
的 f 值有定义，令 ^(0) =吻，以0) 直接验证，我们可以选取常量 r 和 a ，使得等 

式 rcosa =咖， - ra;sina =知成立.如果这些等式成立，那么解 （15) 和 p ⑷有相 
同的初始值0,吻，知，所以它们是一样的（参看命题 ( A )). 

函数 (15) 描写的是简 谐振动过程. 正的常数 r 称为振动 (15) 的 振幅， 而 a 称为它 
的 初位相 或简称为相.方程 (14) 称为简谐振动方程.数 a ; 称为振动的 频率， 但单位时 
间振动的次数实际上是由公式 


27T 

确定的. 

2. 我们来讨论质量为 m 的质点 p 在力 F 的作用下沿水平直线 f 的运 动， 设力 
F 是沿同一直线指向点 O 的，其大小与点;> 到点0的距离成正比. 为了写出点 p 的运 
动方程，在直线 Z 上取点 O 为原点后引进坐标.以 : c = ⑷表 7 K 点 p 的变动坐标.于是 
根据牛顿第二定律，点 p 的运动方程具有 形式： 

mx = F = — kx , 


这个方程通常写成 形式: 


rax + kx ~ 0. (16) 

在物理上力厂可以用某种弹簧来实现（图 5 ). 数 a ： 叫做这弹簧的弹性 系数. 根据公 
式 (15) ，方程 (16) 的解具有 形式： 


x = r cos 




r 0, 



图 5 

于是，点 p 的振动频率 w 由它的质量爪及弹簧的弹性系数&来决定，而与 

初始条件无关.振动的振幅 r * 及其初相 a 与初始条件有关，就是与时刻 k 0时 b 的 
位置 x Q 及其速度知有关. ▲ 
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3. 我们来近似地建立并求解 

数学摆的 方程.数学摆乃是一个质量 

为 m 的质点^在引力作用下沿着位 

于垂直平面中半径为 Z 的圆周 if 而运 

动.量 Z 称为 摆长. 取圆周 K 的最低 

点0作为坐标原点后,在圆周 K 上引 

进角坐标（图 6 ). 以= < p ( t ) 表示 

点 P 的变动 坐标; 作用于点 p 的引力 

P = mg 是垂直向下的.这个力沿 

着圆周法线方向的分力由于约束（圆 

周或者使质点沿圆周运动的线）反作 

用力而相 平衡； 这个力在点 p 处沿着 

圆周切线方向的分力等于 — mg simp 
(如果取角^增加的方向作为正方向的话 )• 因此点 p 的运动方程有 形式： 

mlif = —mg sirup y 

或者写成 

iv ? + 5 sin v ? = 0 . ( 17 ) 

这个方程是非线性的，求它的解相当 困难. 如果假设在运动过程中点 ^ 的坐标 ^ 与零 
相差很小，那么在方程 (I 7 ) 中可以用#来代替 sin a 于是得到摆的“近似”方程 

l(p + g(p = 0 . 

它的解有形式（参看 

</? = r cos (t , 

P 

因此，摆的“小振动”频率由公式 a ; = 确定. 

单位时间摆的小振动次数〃由公^ 



确定，例如 秒摆， 即一秒钟振动一次的摆= 1/ 秒） 的长度由下式 确定: 



§5. 复 值微分方程 
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§5. 复值微分方程 

直到现在，我们只讨论了实值微分方程及其实解，但是在某些情况下,例如当求 
解常系数线性方程时，先找出实微分方程的复值解，然后再求岀它的实解却较为容 
易.为了讲述这个过程，我们必须引进实变量的复值函数及复微分方程组的概念. 

( A ) 如果对于变量 i 在区间 n < t < T 2 上的每一个值，有复数 

X { t ) - ( p ( t ) +#⑷ 

与之对应，其中#⑷和#⑷是实变量#的实函数， wm x { t ) 为实变量 t 的复值函数，而 
称函数冰)为复值函数 x ⑷的实部，函数轉)为它的虚部.如果函数#⑷和仏⑷是 
连续的，就说复值函数 X ⑷是连续的.同样，如果函数 W ⑷和矽⑷是可微的，就说复 
值函数 x ⑷是可微的，它的导数; e ⑷由下式确定： 

x { t ) = ^ p { t ) + i 奴 t ). 

直接验证即知，对于实变量的复值函数，通常两个函数的和、积、商求导法则成立. 

( B ) 令 

^ = h j { t , 之\ …，广) ， j = 1，…， n ， (1) 

是标准的微分方程组.假设方程右端的函数… ， W ) 对于复变量 ^1,... 

有定义.例如，我们可以限于讨论这些函数是变量 P ， …，#的多项式的情形，这时 
它们的系数是实变量纟在区间仍 <( < 必上有定义的实的或者复的连续函数.在 

这些条件下，提出寻找方程组 (1) 的复值解问题是完全合理的.对于给定在某一区 
间 r ! < ^ < r 2 上的实变量 i 的复值函数组 

⑷， J==1 ，-.，， n ， ⑺ 

如果用公式⑵中变量 t 的函数代替⑴中的变量 W ，得到关于《在该区间上的一组恒 

等式，就称⑵为方程组⑴的解.因为根据假设，方程组⑴的右端函数是 P ^ 

的多项式，所以它们对这些复变量所有的值都有定义，于是对于方程组 (1) ，下面的 
存在和唯一性定理成立.设 ’ 

to J Zq , Zq , • • • , Zq 

是任意一组初始值，其中…，礞是任意的复数，而6是任一满足条件仍 <to< 

<12 的实数.那么方程组 (1) 存在着满足初始条件 

X^(^o) = Zq y ) = 1， . . * ，71 


的解 


z 3 = x °( t ) , ) = 1，…， n; 
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而且任何两个满足同样初始条件的解在它们定义区间的公共部分上是一样的.如 
果方程组 (1) 是线性的，即多项式 W 是一次的，那么对于任何初始值，总存在方程 
组 （1) 定义在整个区间 qi < t < q 2 上的解， 

把每一个未知函数^分解为它的实部和虚部之后，就可直接从定理2推出这条 
标准复方程组的存在和唯一性定理.事实上，令 


z 3 = x 3 ， ) = 1，…， n , 


(3) 


并在方程组 (1) 中以 (3) 代替变量 W = 1,…， n ，于是我们就有 

x 3 + iy 3 = ，: c ' y 1 ， … D + igMz 1 ， … ， x n ，沪 ，… ， y n ), (4) 

4 

这里户和 〆 都是实变量的实函数,它们满足关系式 


尸 o ，^: 1 ， … … , y n )- hig J ( t , x l r -, y n ) 

= h j { t , x l 十 iy 1 ，… , x n + iy n ), 

由⑷得到 

( ij= = /’ (U 1 ， …’ 怎 '〆,…，）， j = 1 ，…， n ， 

1 v j = 9 j (t, 尤 \ …〆 ， 〆， • . . ， y n ) ， j = 1 ， …, n . ( 5 ) 

于是，标准复方程组 (1) 就由标准实方程组 ( 5 ) 所代替.因为方程组 (1) 的右端是 z l ， 

• • • ，的多项式，所以方程组⑹的右端是; r 1 ， …， ； r n , y 1 ,.'. , y n 的多项式；又由于 

多项式 M 的系数是变量£在区间奶< i < 敗上 的连续函数，所以多项式户 和# 的 

系数也是变量 t 在同一区间上的连续 函数， 因此方程组 (5) 的右端在开集 r 中有定义 

且满足定理 2 的条件,这里开集 r 是由加在纟上的唯一条件仍 <t<q2 , 同时其他变 

量 a ： 1 ，...， x n 和2/ 1 ，…，泸仍然是任意的点… ，: r ' y 1 ，...，2/ n ) 所确定的集合. 
设 . 

z o ^ x o ^Vo i *7 = 1 ， … ，打， 

X^{t) = ^ (t) + i^(t) , j* = 1， . •. ， n ， 

于是问题转变成寻找方程组 (5) 满足初始条件 


#(亡0) =#， j = h …， n 

f ((o) — Vo , j. = 1，…， n 


的解.根据定理 2 ，这样的解是存在的，并且任何两个具有相同初始条件的解在它们 
定义区间的公共部分上是一样的. 

如果方程组 （1) 是线性的，那么方程组 (5) 也是线性的，从而命题 ( B ) 后一部分结 
论就由定理3推出. 


应当指出，以变量 y ，. •. ，#的多项式为右端的方程组 (1) 可能是实的，即这些多 
项式的系数可能是变量 t 的实函数.即使在这种情况下，我们也可以把方程组 （1) 作 
为复方程讨论，即认为函数2 1 ，…，#是复的，而寻找它的复值解.之所以要把这种 
方法应用于实方程组，是由于在某些情况下，求实方程组的复值解比求实值解更为 
容易.在这种情况下,我们先求出实方程组的复值解，然后从复值解分出它的实值解, 
亦即只讨论虚部为零的复值解.下面我们就是要用这种方法来求解常系数线性方程. 

像在实方程的情形一样，也可以把非常一般的复值微分方程组化成标准方程组. 
于是，在复方程的情形下，有类似于§4中命题 ( A ),( B ) 的命题.在此我们只叙述一 
个 n 阶方程式的存在和唯一性定理. 

( C ) 设 

之⑻ = /( M ， V .. 户 - 1 )) (6) 

是 n 阶方程，它的右端是变量\…，力 — 1〉 的多项式，其系数是变量 f 在区间奶< 

t < 仍上的实值或复值连续函数.如果& ^ o , 知，…， 4 n ~ X ) 是任意的初始值，其中纪 

是满足不等式叽 < t 0 < 奶的实数，而卻，知，…，力^是任意的复数，那么方程组 
(6) 存在满足初始条件 

冰 0) = z 0 , ip ( t 0 ) = io , ■ * * , ^ ( n _1) (^ o ) = z { 0 n ~ 1} 

的解 z ^⑷，而且任何两个具有相同初始条件的解，在它们定义区间的公共部分上 

是一 样的. 如果方程( 6 )是线性的，即多项式/是一次的，那么对任何初始值，都存在 
着在整个区间 qi < t < q 2 上有定义的解. 

实变量 （ 的复值函数 e At 在§ 7 及其后面的章节中将起重要的作用，其中 A 是复 
数.在此我们给出这个函数的定义，并证明它的一些性质. 

( D ) 令 w W b 是一个任意的复数,我们假设 



⑺ 


(8) 
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我们来证明，对于复数 A ，如下的求导公式 

= Xe xt ( 9 ) 

成立，这一公式在 A 为实参数值时我们是早已熟悉了. 

我们在这里把公式 (7) 作为复变量 w 的函数#的定义，但如果用级数 

^ U ) 2 w 3 w n 

e = 1 + 切 + + —r + … H + … 

M ol nl 

来定义函数，，那么也可以证明公式⑺.不过,我们仍将认为#是用公式⑺定义 
的. 

我们来证明公式 (8) .设 


于是有 


扣 1 = Ui + iVi, W2 = U2 + iV2 * 

e Wl e W2 — e Ul (cosvi + zsini ； i) e U2 (cos V 2 + zsin V 2 ) 

= e Ul ^ U2 [cos(vi -f v 2 ) 4 - isiniv! + t/ 2 )] = e 奶 + 扣 2 _ 


现在证明公式 (9). 首先讨论 A 是纯虚数 仏的 情形，我们有 


i/ ut 


=— (cos ut^ri sin vt) 
at J 

— iu(cos vt + % sin i/t) 


= sini/t + iu cos vt 
= iue iut - 


其次，对任意的 X = fi + iu , 根据乘积的导数公式，我们有 


d 




dt 


e 


xt 



e iut 





= + ii/e^ e iut = (" + = \e xt 


例题 

i . 讨论复方程 

乏 =A : ， (io) 

其中^ 1 +吻是实变量（的复值未知函数，而 ） = " + k 是复数由（ 9) 可知对伴 
何复常数 c , U ? 


z — ce xt 


( 11 ) 


是方程 (10) 的解.我们来证明，公式 (11) 包括了方程⑽所有的 解为此 像在 §1 的 
例1那样，可以利用唯一性定理，但现在我们利用定理 3 ，为的是可以稍微简化计算 
这种简化在这里是无关紧要的，但在以后类似这个方法可以给出更实质性的结果于 
是设2 = 是方程 (10) 的任 一解， 由于定理3 (见命题 ( C ) 的最后一部 分)， 可以认 


§6. 关于线性微分方程的一些知识 
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为这个解对所有的£值有定义.令 x(o) =卻，我们看到解 z = X ⑷本身有初始值 0, ％ . 
而在 (11) 中令 c == %得到的解 

z = zq e xt 


显然也有同样的初始值. 

如果令 c = re '其中 r > 0而&是实数，那么解 (11) 可以写成形式 
现在把方程 (10) 分解为实部和虚部，我们有 


( 12 ) 


i + 切 =(〆 + i^x^iy) = - uy) 4- fiy ) ， 


或者 


{ x = — uy ^ 

y = ux + fiy. 


(13) 


因此两个实的方程 (13) 就等价于一个复的方程 (10) ，从而方程组 (13) 的任一组解 
工= =姆) 与方程组 (10) 的任一解由关系式 

y ? ⑷ + 坤⑷ = re xt+ia = T cos(i/t + a) + ie^ sin(i4 + a )] ， 

联系起来，由此得出 

{ x — ip(t) = re Mt cos(ut + a), 
y = ^(t) — re^ sin(i/t + a). (M) 

于是我们利用复值函数及复方程求出了实方程组 (13) 的解 (14) • 

2. 下面再举一个把复方程分解为两个实方程的例子.设 


z = z 2 -biz 

是一个复方程，其中 z = x + 印是实变量 i 的复值未知 函数. 我们有 

±-hiy=(x + iyf + i(x + %) = x 2 - y 2 - 2 / -|- i(2xy + x ) ， 

所以 

\x~x 2 ~y 2 -y 1 
1 ^ = 2xy + x . 


§6. 关于线性微分方程的一些知识 

如果在微分方程组中出现的所有未知函数以及它们的导数都是线性的，那么就 
称这个方程组是线性的.因此线性微分方程组的一般形式可写成 ’ 

= 0， i = 1，…， n . ⑴ 
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这里 a : 1 ， …，是自变量 t 的未知函数，而方程的系数叫⑷和自由项6办)都是变 
量 f 的函数.如果在方程组 (1) 中的所有自由项都恒等于零，那么就称方程组为齐 
次的.从每一个线性方程组丢掉它的自由项，就得到一个与它相对应的线性齐次方 
程组.所以，线性方程组 (1) 对应的线性齐次方程组是 

^2 a ijk(t)(y j ) w - 0, Z == 1, • • (2) 

h k 

我们指出线性方程组的一些可以直接验证的 性质. 在下面对这些性质的叙述中， 
都将假设线性方程组的所有系数和自由项在区间 qi <t<q 2 上有定义且连续，所有 
讨论到的解都是在整个区间 qi<t<q 2 上给定的. 

( A ) 如果 V = 和铲= 轉 )， i = 1，…， n 是线性齐次方程组 (2) 的两个解， 
而和 c 2 是两个任意常数,那么函数组 


y x = Ct ( p l ( t ) - f - c 2 吵 1 ⑷， ? — l ,*** 

也是齐次方程组 ( 2 ) 的解.对于齐次方程组( 2 )的三个以及更多个数的解，类似的结 
论也正确. 

( B ) 设^ = 我 t ) 和/ = /⑷， i = 1，…， n 是线性方程组⑴的两个解，那么 
函数组 

V 1 ^ - ^(t ) , i = 1，…， n 

是齐次方程组⑺ 的解. 其次，如果 y * = y i — 1, • • *， n 是齐次方程组 (2) 的解， 
而/ = r { t ), i = ，是 线性方程组⑴的解,那么函数组 

x * = + ^ z ( t ) j i = …， n 

是方程组 (1) 的解. 

( C ) 设线性方程组 (1) 的自由项是和的 形式： 


6这(£) = aci ( t ) -f 0 di ( t ) 1 i = 1, ■ * * , n ; 

除了方程组 (1) 之外，同时我们还考虑下列两个方 程组： 

+ q (^) = 0 ， i = l ，...， n ， 


+ di ( t ) =0 ， z = 1, ••- , n . 

hk 


如果: = ^{1),1 = 1 ，，..，n 
组 (4) 的解，那么函数组 


是方程组 (3) 的解，而^ = /⑷， i = ! n 是方程 


是方程组 (1) 的解. 




第二章常系数线性方程 


常系数线性常微分方程组是很大和很重要的一类可以利用初等函数彻底求解的 
常微分方程.由于这些方程的求解在原则上并不太困难，因此时常认为它们在理论 
上没有多大用处，在教科书中通常把它们放在一般线性方程理论中简单例题的地位. 
其实常系数线性方程有许多技术上的应用，因为由这些方程所描述的很多技术问题 
都用完全相同的方法在进行 讨论； 正是这些技术应用对常系数线性方程理论提出了 
一系列新的理论性问题.解决这些理论性问题需要做大量具有应用的方向性工作，其 
中一些在这一章中有所反映.例如__在这一章中讲述了通常实际工程上使用的算子 
法， 它们对于用消去法求解方程组是很方 便的； 关于线性方程 组解的稳定性 问题的 
研究，它在自动控制理论中是很重要的.此外，还讲述了所谓的 ft 数振幅法， 它是一 
个找出稳定特解很方便的方法，而且在电路技术中有着广泛的应用. 

在这里并不只限于解决实际中产生的纯数学问题，还对电路理论简要地作了一 

些结论式的叙述.电路设计从技术观点来看对本章所讲的数学方法的发展给出了很 
好和重要的实例. 

此外，在这一章中还包括了二阶线性系统相平面的研究，它是自治系统（一般来 
说是非线性）的相空间研究 基础. 自治系统的相空间在技术上也有着重要的应用. 

由于所有上述的原因，在本书中关于常系数线性方程这一章要比在一般常微分 
方程理论教科书中所占有的篇幅大 得多. 这一章所有材料的讲述都是很初等的，只 
有§ 14：是例外，其中用到了矩阵的若尔当 ( Jordan ) 型. 所有利用若尔当型讲述的内容 
以后并不再用到，因此正如在§1 4 中所详细指出那样，是可以忽略过去的. 
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§7. 常系数线性齐次方程（单根情形) 


在这一节和下一节将要求解 n 阶常系数线性齐次方程，即方程 

z ⑻ + + ‘ • • + a n —ii + a n z = 0 } (1) 

其中 z 是自变量 f 的未知函数,而系数 w ，… ， a n 是（实的或复的）常数.首先将求出 

这个方程 的所有 复值解，然后（在系数…，‘是实的情况下）要从这些解中分离 
出实的解来.方程 (1) 可以写成 形式： 



因此对它可应用存在和唯一性定理（见§5命题 ( C )). 下面将只用到唯一性定理，因 

为方程( 2 )的解将要明显地求出来，从而它的存在性自然就建 立了； 唯一性将用于证 
明已经找到 了所有 的解. 

在工程的应用中，常系数常微分方程的算子法起了重要的作用.这里我们利用 
符号的(或者换个叫法，算子的）记法，它们是算子法的基础.这些记 法是： 任意函 

数之=洲关于 i 的导数不记为^，而记为沢，因此在函数左边的字母 p 是关于 f 求 
导的符号. 如果把求导符号 p 应用若干次我们就得到记法 


利用这些记法，我们可以写出 



a ^ n) + + …+ a n ^iz + a n z = a 0 p n z -h aip n ~ l z + • • • + a n - X pz -f- a n z . 

如果现在允许把这个等式右边的函数^提出放在括弧后面，就得到等式 

a ° z(n) + a i z(n ~ 1} + • • • + a n .iz + a n z - (a 0 p n + c^p 71 - 1 + … + a n _ij)4-a n )z. 

于是,我们得到形式上的定义. 

⑷设 

£(/)) = aop n + aip n_1 + …+ a n ^ip + a n 

是符号 p 的任意（实的或复的）常系数多项式，且 z 是实自变量〖的某个实的或复的 
函数.我们令 

L (P) Z = a o^ (n) + «i^ (n_1) + _ • • + a^i + anz. ( 3 ) 

如果 i ( p ) 和 M ( p ) 是符号 p (或者像通常所说的，微分算子的两个任意多项式，而 
^ ^1^2是变量 i 的函数，那么容易看出， 我们有如下恒 等式: ’ 

+ 之 2) = L{p)Z\ + L(p)z2 , 

(L(p) 4- M{p))z = L(p)z + M(p)z, 

L(p)(M(p)z) = (L(p)M(p))z. 


. 常系数线性齐次方程（单根情形) 
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根据引进的记法，方程⑴可以写成形式 

L ( p)z = 0， (4) 

其中 

L { p ) = p n + a \ p n ~ l + • • • + fln-iP + a n . 

( B ) 设是符号 p 的任意多项式，那么 

L ( p ) e xt = L ( X ) e xt . (5) 

我们来证明公式 (5). 显然有 

pe xt = Xe xt 

(见§ 5 公式⑼).由此 得到沪 e At = A fc e At . 因而立即推出公式 (5)( 见⑻)， 

从公式⑻得出， 函数# 是方程⑷的解，当且仅当数 A 是多项式 L ⑻的根.多 

项式 i ( p ) 称为方程( 4 )的 特征多项式. 在它没有重根的情况下，方程 (4) 所有解的集 
合由如下定理来描述. 

定理 4 假设方程（见⑴和⑷） 

L ( P )^ = 0 (6) 

的特征多项式£⑻没有重根，并用 Al ， A 2 ，…， An 记它的 n 个枚令 

z i = Z2 — e》 2 *, •.. ， z n = e Xnt ; (7) 

那么对于任意复常数 c ' c 2 ，...， c ' 函数 


之 = c 1 z 1 + c 2 z 2 + •.. + c n z n ( 8 ) 

也是方程 ( 6 ) 的解.这个解在这样意义下是方程⑺）的通解，即方程(⑴的每一个解， 
都可以在常数 C 1， C 2 ，...， c n 的适当选取之下 从公式 ⑻得到同时对每一个给定的’ 
解常数 c 1 / 2 , … ， c n (称为积分常数）是唯一地确 定的. 

，们注意到函数⑺是定义在整个数轴-⑺< + oo 上的. 

证明 从公式⑹推知函数组⑺中的每个函数都是方程⑹的解，因而由方程 
⑹的线性齐次性推出（参看 § 6 ，( A ))， 对任意复的常数 〆 ，… ， C ' 公式 (8) 给出方 

程( 6 ) 的解. 我们证明，如果 z * = ⑷是方程 (6) 的任意一个解，那么它可以写成 （8) 

的形状.根据§ 5 中命题 ( C )， 我们可以假定解 a ⑷是在整个直线— ㈤ ^ < +QO ± 

■ V • J I _ A # # A \ ■ 1 


〜 (0) = z 0 ， i *(0) = i 0 , …，❸一”⑼ = #一1) 
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现在证明，可以选择常数 C 1 , …， C ' 使得由⑻式确定的解 z ⑷满足相同的初始条 
件 

z (0) = z 0 ， i (0) = i 0 , - * * * , 2 T ( n _1) (0) = (9) 

把公式 (8) 的函数 2 代人方程 (9), 得到 


c 1 冰) ⑼ + ... + c "4，）= 4 s) ， 


5 = 0, 1，…，打 一 1， 



关系式 (10) 是含未知量 c 1 ，…， f 的 n 个线性方程的方程组.为了 （10) 有解，只要下 
面矩阵的行列式不等于零就 行了： 



直接看岀，矩阵 (11) 有形式 


( 11 ) 


1 ^1 入2…入 n 

入？ ** , 

才 ― i) 才 —1) … A (n-l)J 

由于所有特征根 A ^ A 2 ，. . ，> ?1 是两两不同的，所以这个行列式（即范德蒙德 （ Van _ 
demionde ) 行列式）不等于零.但是我们要给出矩阵 ( n ) 的行列式不等于零的另一个 
(直接的）证明，这个证明将在下面推广到重根的情形. 

如果矩阵 (11) 的行列式等于零,那么它们各行之间就存在线性关系.我们假设， 
这样的线性关系成立，那么就存在不同时等于零的 常数心 _:，心_ 2 ,…， bo , 使得当把 

它们依次乘矩阵 (11) 的各行并相加起来时，就得到一 行零. 把这行零的第项写出 
来，就得到 ' 


b n ~iz k (0) 4- 6 卜 2 4 ⑼ + . •. + kp - 2 ) ⑼ + fcod 71 - 1 ) ⑼= 0. 



如果用 M ( p ) 来记多项式 b 0 p n ~ l + bip n ~ 2 
成 形式： 


+…+ & n -2 P + 6 n - l , 那么关系式 (12) 可写 




§7. 常系数线性齐次方程（单根情形) 
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由于公式⑼和0%由此得到 

M(Xk) = 0 , 

而这是不可能的，因为多项式的次数不超过 n - 1,所以不可能有 n 个不同的 
根;^，…， Afc ， …， A n . 得到的矛盾说明了方程组 (10) 的行列式不等于零，因此可以 
(而且唯一地）选取常数 c 1 ，。 2 ，… ， c n ，使得％⑴和满足同一组初始条件.这些常 
数在这样（且只在这样）的选取之下，解 (8) 就是给定的解&⑷.于是定理4得证 • 

如果出现在方程 (6) 中的多项式 i ( p ) 的系数是实数，那么就产生从所有复值解 
的总体⑻中分出实解的问题. 

这个问题的解决要依赖于命题 ( D )， 在叙述和证明这个命题时,我们要用到向量 
的记法，在这里我们把它们重提一下. 

( C ) 由 n 个数组成的 序列： 

u = ( w 1 ， w 2 , …， w n ) ， 

称为 n 维空间的向量.这里是向量，而<武…是数，它们称为向量的 坐标. 
向量常用黑体字标明 • 如果向量的坐标是实数,那么就认为向量是实的，如果它的坐 
标是复数,那么就认为向量本身是复的.向量 w 的共轭向置茲由等式 

U = ( W 1 ， W 2 , ， . • 

定义 • 显然，向量 W 当且仅当 

U = U 

时才是实的.向量 ( W 1 ,!! 2 , … ， w n ) 与实数或复数 QI 的乘积由 

au — ua = { au l , au 2 ,.. • ， au n ) 

定义.向量 

w = ( w 1 ， w 2 , …， w n ) 与 v = ( v l , v 2 , • • • , t ； n ) 

的和由公式 

W + v - (u 1 + V 1 , u 2 + v 2 r •- , U n + v n ) 

定义. 所有坐标等于零的.向量 0 称为零向量 （也用 0,表示). 

令 

_ 

Wl , u 2 , ■ - , u r 

是一个有限个向量的向量组.如果有关系式 


+ ot 2 u 2 + •… + a r u r = 0 
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成立，其中 a W ， …， V 是不全为零的常数，那么就称向量 ， u r 是线性相 
关的. 如果这些向量不存在线性相关，那么就称它们是线性 无关的 .设 

I 

数 uj 构成矩阵 ( wj )， 《=1，…， n ; j = 1，…， r . 如果假定上指标 i 表示行的号码，下 
指标:/表示列的号码，那么矩阵 ㈣ )有高 n 和宽 r . 因此，向量〜在矩阵 «) 中对应 
于第 j 列（这一列由这个向量的坐标组成).由此看出，向量… ， t ^ 的线性相 
关性对应于矩阵(垮)列向量的线性相关性.在/< = n 的情况下，矩阵 «) 就成为一 
个方阵，而向量叫，叱，…， tx r 当且仅当这个矩阵的行列式不等于零时才是线性无关 

的. 

( D ) 设 

z 1 t ^2 f • * * ； (13) 

是 n 维空间中的 n 个线性无关的复向量组.我们假设，组 (13) 在含有每一个向量的同 
时，也包含了它的共辄复向量.在这个假设之下，由公式 

名= c l z x + …+ c n z n (14) 

所确定的向量2是实的，当且仅当相互共轭的向量前面的系数相互共轭，实向量的系 

数为实数. 

我们来证明这个命题 • 为了确定起见，假定满足关 系式： 

{ 可 = Z2, … ， Z 2 k-1 = Z2k , 
g = J’ = 2Ar+l ， *.. ， n. 

I 

那么按照 (14) 式，向量 z 有形 式： 

^ " ° lzi + C 2 之2 + …+ c 2 k - x z 2k -i + C 2 k Z 2k + C 2 A ；+1 Z 2fc+1 + …+ c 、 ， (15) 

而向量玄成为： 


Z 


+ ° lz 2 + • • . + C 2k Z2k-l + C 2k ~ 1 Z 2 k + C^ +1 Z 2 fc+l + 


_ ■ _ 


+ 〜2 n 


(16) 


如果 


c 



•，e 


^fc-i _ ^t ， c 2a：+i 


e 2 A:+l • 


C 


n 


c n } 


那么由等式 (1 5 )，(16) 得出玄 
亦即玄 = 


(17) 


之， 


即向量2是实的.反之，如何假设向量 Z 是实的, 

那么等式( I 5 )和 (16) 就给出（由于向量组 (13) 的线性无关性）关系式 
组 (17). 于是命题 ( D ) 得证. 

当多项式 L ⑻的系数是实的情形时，下面的命题 ( E ) 给出从方程 (6) 所有复_ 
的集合中分出实解的方法， 
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( E ) 假设多项式 i ⑼的系数是实的，那么_项式 i ( p ) 除了每一个复数根 A 之 
外，也还有共轭于它的根 X . 方程 (6) 的解 e At 和 e Xt 是互相共轭的（参看 §5( D )). 如 
果根 A 是实的，那么也是实的，因此在解组 (7) 中除了每个解外，也含有与它复共 
轭的解.为了使得方程 (6) 的解 (8) 是实的，必要和充分的条 件是： 复共轭解的系数是 
相互共轭的，实解的系数是实的. 

为了证明命题 ( E )， 我们用办记坐标为{办⑼,4⑼，…的向量，而 
用 z 记坐标为 { z 0 , i 0 , … ，#4} 的向量.那么关系式 (10) 取形式 

c l z x + c 2 z 2 H - h c n z n = z. 

♦ 

由于矩阵 (11) 的行列式不为零，所以向量々，；?，.••，〜是线性无关的.因此， （ E ) 中 
所给出条件的必要性从 ( D ) 立即得岀.另一方面，如果这个条件满足，那么解 (8) 是实 
的.事实上，如果 A 和 A 2 是一对复共轭根，而 c 1 和 c 2 是两个复共轭的常数,那么函 
数士…和 c 2 e A 2 t 也是复共轭的，从而它们的和是实的.于是命题 ( E ) 得证. 

例题 

1. 求出方程 


z (3) - + 9 i + 13^ = 0 

的所有复 值解. 它可以写成 (6) 的形式,其中 


L ( p ) = p 3 —3 p 2 + 9 p +13, 

直璋验证即知 , p = - 1是特征多项式 I ( p ) 的根，用 p + 1来除,即得 

L ( P ) = (P + l )( p 2 - 知 + 13) ， 

由此求得另外两个根为 2 土 3 i . 于是多项式 L ( p ) 所有的根是数 

Ai = 2 + 3 i , 入 2 = 2 — 3 i , A3 — — 1 . 

根据定理 4 ，所讨论方程的复通解有 形式： 


Z 


1 -(2+3*)i + c 2 e (2-3i)t + c 3 e -t , 


c e 


推出. 


在下面的例 2 和例 3 中给出两个分出实解的一般规则，这些规则直接从命题 （ E ) 


2 . 


我们假设解组 (7) 满足条件 


并令 


之 1 = 々，••♦，勿 1 = ^A；，：^r = ^fc +1 ，… ，石: = Zn ， 

^1 = a：x + iyu …， z 2 k-i = Xk + ipk , 


(18) 
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其中 ^1, * * * ，抑，2 /1 ，…， y k 是实 函数. 其次，假设数满足条件 (17) ，再令 

c 1 = ^( a 1 — ift 1 ), ■ * * , c 2k ~ l = ^( a fe — ib k ) , 

这里 d …， a fc ，6 1 ， …，是实数.在这些记号下，方程 (6) 的实通解写成 形式： 

z 二 a l x \ + b l y \ H - + a k x k + b k y k + c 2fc +1 2 2 fc+i + • • • + c n z ni 

其中 

， d fc ，& fc ， c 2 fc + 1 ，...， c n 

是任意的实数. 

3, 我们仍旧假设解⑺满足条件 (18) ;令 


Ai = /ii + ivi ， • ■ • ， A2fc-i = /xjt + iufc • 

在数 c 1 ， c 2 , …， P 满足条件 (17) 的假设下，我们可以设 


C 





在这些记号下，每一个实解 Z 写成 形式: 


C 


2fc-l 



PkG 




z cos(i>if + ai) + *- + Pk^ kt cos(u k t + a k ) + c 2fc+1 e 入 2fc+lt + , _ _ + c n e Xrit 5 

其中 Pl ， …，办， W ，…，叫， ，々是 任意实常数 • 从最后的写法看出，每一个 

根入）的虚部6 # 0给出有频率为心的振动特性的解，而根\的实部内使得解或是 
增大（当巧 >0)，或是减小（当仏 <0). 

4 • 利用例题 2 和例题 3 中的结论，我们可以把在例题1中所考虑方程的一切实 
解用下列两种形式 写出： 

^ = a l e 2t cos + b l e 2t sin 3亡 + c 3 e _i , 
z = pie 2t cos (3£ + o ； i ) + c 3 e _t , 
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如果方程 

L ( p)z = 0 ⑴ 

的特征多项式 

= p n + a\p n ^ + …+ a n —ip H- a n 

(参看 §7( A )) 有重根，那么在形状为 e At 的函数中不可能求出方程⑴的打个不同的 
解.为了在这种情况下找到其他形式的解，可以利用下面的启发性设想.设 Al 和久 2 是 
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特征多项式 L ( p ) 的两个不同的实根，那么函数 以心二广' 是方程 (1) 的解.如果现在 

假设，变动多项式 L ( p ) 的系数，使得数 A 2 趋向于 a \ ，那 2 么这个解（取极限）过渡到函 
数仏>〃，很自然地料想到它就是方程 (1) 在^是多项式 L ( p ) 的二重根时的解.类似 
地我们来推测，如果 A 是特征多项式 L ( p ) 的 A : 重根，那么所有的函数 


e xt ,te M r - ,t k ~ l e Xi 

都是方程⑴ 的解. 把这个猜想推广到多重复根的情形，我们得到有关下面定理（它 
是定理 4 的推广）正确性的推测. 

定理 5 假设 


L(p)z = 0 (2) 

是 n 阶常系数线性齐次方程，其次令 Ai,-.. ,A m 是方程⑵的特征多项式 L ( p ) 

所有两两不同根的集合，而且 Aj ‘的重数为 心， 因此幻+ ... + ‘ =71 •令 


z i = Z2 — … ， Zk x = t kl ~ 1 e^ lt ; 

z ki^i = e Aat , z kl+2 = te X2t , … ， z kl+k2 = t fc 2 -i e A 2 t. 


Z n = 0m—l e A m t_ 


(3) 


那么所有的函数 (3) 都是方程 ( 2 ) 的解，因此， 对任意的复常数 c l ， c 2 ， …’ 沙，函数 


^ = c^i +- h c n z n ⑷ 

也是这个方程的解.这个解在那样的意义下是( 2 )的通解，即方程( 2 )的每个解都可 

以通过适当地选取常数¥，…， P 而由公式⑷得到.这时对于每个给定的解2来说， 
常数 c 1 ， … ， c n 是唯一确定的. ’ 


于是，函数组( 3 )构成了方程( 2 )的所谓基本解组（见§ 18(C)). 我们注意到函 
数 (3) 是定义在整个数轴 -oo < f < + oo 上的. ’ 

在证明定理 5 之前，先证明平移公式. 


( A ) 设 ！；(;>) 是任意的多项式， A 是任意复数，而/⑷是足够次数可微的函数 
那么下面的重要 公式： 


成立. 


L (p)(e Xi f(t)) = e Xt L(p-hX)f(t) 


我们来证明公式 ( S ) • 首先我们对三 p 的情形来验证它.我们有 

p(e xt f(t)) = ⑷ + e xt f(t) = e At (p + A)/ ⑷. 


(5) 
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现在容易对任意的一阶多项式 = 叩+ 6来验证公式 (5) • 我们有 

(ap + b)(e xt f(t)) = ap(e xt f(t)) + be xt f(t) 

= ae Xt (p + X)f(t) 4 - be xt f(t) = e xt [a(p + A ) + b]f(t ). 

在一般情况下,公式 (5) 的证明可以按多项式 I ( p ) 的幂次 n 进行归纳.对于 n == 1，我 
们已看到公式( 5 )是成立的_假设它对于 n - l(n > 2) 次幂的多项式已成立，我们 
来证明它对于 n 次多项式 i (的也 成立. 对于这个 n 次多项式 L ( p )， 我们把它分解为 
两个因子 L ( p ) ^心⑻“⑹，其中 Ljp ) 的次数为 1 ， 而是 n -1 次的. 因为对 
于 A ( P ) 和心⑻的每一个多项式,公式 (5) 都是成立的，所以我们有（见 §7( A )) : 

L(p)(e xt f(t)) = h ⑼ ( L 2 ( p )( e At / ⑹） 

= L 1 (p)(e M L 2 (p-{~ X)f(t)) 

= e Xt L 1 (p -h X)L 2 (p- {- X)f(t) = e Xt L{p + X)f(t) , 

于是,公式 (5) 得证. 

我们现在来证明命题 ( B ) ，定理5几乎完全被包含在这个命题里. 

( B ) M L ( p ) 是关于符号 p 的任意多项式，而令实变量 t 的函数％⑷用公式 

u; r (t) = L(p)t r e xt 

定义，其中 A 为复数.于是，如果 A 是多项式 L ( p ) 的 A ： 重根，那么函数 u ； o ⑷ ，…， 

恒等于零.另一方面，如果函数 ujq ⑷ ，…， 叫― i ⑷至少对一 = 化 的值 
等于零，即等式 

^0(^0) = ^i(^o) =…= Uk-i{t Q ) = 0 (6) 

成立，那么 A 是多项式 L (；>) 的根，而且这个根的重数不小于 *. 

我们来证明命题 ( B ), 

由于平移公式（见 (5) )，我们有 

叫 ■ ⑺ = e xt L(p + A)^ r , ⑺ 

_ 

我们首先假设 A 是多项式 L ⑻的 jfc 重根 ， gp 

L(p) = M(p)(p - A)^. . 

在这个恒等式中将 P 换成 p + A ， 我们 得到： 

L{p + A ) = M(p + \) p k . ⑻ 

从公式⑺和⑻，得出 

uv (0 = e Xt M{p + \){ p H r ) = 0 , 当 p 0 , 1 ， …， A : - 1 ， 
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这是因为当 r < A: 时,沪尸= 0 . 因此，命题 (B) 的第一部分得证. 

现在假设关系式 (6) 成立.把 l(p + A ) 按 P 的幂次展开， 即得： 

L(p + A) = 6 0 + iiP + * * * + b n ^ip n ~ l + b n p n • (9) 

从关系式 (7) 和 (9) 得到： 

^o(^o) = e Mo b 0 } 

而根据 (6) 式，这就给出 

bo = Q . 

现在假设等式 

bo = h =…= b r -i = 0 ， r 彡 fc — 1 (10) 

成立,我们来证明 6 r = 0 .由⑺，⑼及 (10) ， 我 们有： 


^r(to) = e xt °r\b r . 

根据(6)，由此推出 

6 r = 0 . 

因此，6 0 =卜=…=心-! = 0，而多项式+ A ) 有 形式： 

I 

L (P + A ) = hp k + …+ b n p n = (〜 + •__ + b n p n ~ k )p k = Mi {p) p k • 
在这个恒等式中将 p 换为 P - A ， 我们 得到： 


L(p) - Mi{p~ A) * (p _ A) fc . 

这就证明了 A 是多项式 L ( p ) 的根，并且它的重数不小于 L 于是命题 ( B ) 得证. 

定理 5 的证明 从命题 ( B ) 的第一部分立即得到，在定理的叙述中给出的函数 
组( 3 )都是方程( 2 ) 的解. 我们证明，用适当的方法选取常数土…， c n ， 可以按照公 

式( 4 )得到方程( 2 )的任意解;^ (这时不同于在证明定理4时曾做过的那样在此将不 
用定理 3). ’ 


设;^是方程( 2 )定义在某区间 n 上的任意一个解，并令如是这个区间 

上的某个数.我们假设 


;( 亡 0 )= 卻， z,(to) =z 0) … ， zi n ~ l \to) = 4 n_1) . 

现在我们要找出这样的常数 C 1 ，… ， C n ，使得方程 (2) 由公式⑷所确定的解2和 
给定的解 A 有相同的初始条件_于是由唯一性定理我们就有2 〜 (在区 间^〈 f 〈 
n 上).为了确定常数 c 1 ， …， c ' 我们得到方程组 

cM~。) + c 2 4 s \t 0 ) + …+ c n z^(t 0 )^4 s \ 沒 = 0,1，…， n - 1 • ⑼ 
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为了使得方程组 (11) 是可解的，只需矩阵 

么 1( 亡 0) Z2(to) *•* Z n (t 0 ) 

4 s ) (^ o ) 4~0)… ^ n \ k ) (12) 

H 。) 4"- ”⑹… 

的行列式不为零就行了.我们来证明这个行列式不等于零.为此，我们证明矩阵 （12) 
的行是线性无 关的. 假定与此相反，并令，…，6 0 是这样的一些常数，它们 
不同时等于零,而且在用这些常数顺序乘矩阵的第一、第二以及其他各行后，使得它 
们的和等于零.写岀第 j 列元素的求和式，我们得到等式 

boz^ n ~ l) (t 0 ) + 6i^ n_2) (^o) + …+ b n . 2 Zj(t 0 ) + bn^Zjito) = 0, 

它可以重写成 形式： 

、 =0, (13) 

这里 M ( p ) = b Q p n ~ l 4- b lP n _ 2 + ... + b n — 2P + h 对于 j * = 1，…，幻，所得到的 

等式 (13) 说明\至少是多项式 M ⑻的 幻重根 （参看命题 ( B ) )• 完全一样地，对 j = 

幻+ 1，… ，幻 + h ，所得到的等式给岀 A 2 至少是 M ( p ) 的 fc 2 重根 •（13) 的所有等式全 

体使我们得出结论，多项式 M ( p ) 有不少于 n 个的根（有几重就算几个)，但这是不可 

能的，因为 M ( p ) 的次数不髙于 1. 这样，由矩阵( I 2 )的行列式等于零的假设就导 
出矛盾，这就意味着方程组 (11) 关于未知数 

I 

c 1 ，."， c n 

是可解的（并且是唯一 的). 于是，定理5完全得到证明. 

我们指出定理5的一个明显的推论. 

(C) 方程⑶ 的每个 解冲) 可以写成 形式： 


之⑷ = fi(t)e Alt + f2(t)e X2t + …+ fm(t)e Xmt , 

其中 / j ⑷是幂次数不超过心 - 1的多项式 ， j = 1,... , m . 这时多项式八⑷， •.* , 

/ m ⑷是由解冰)所唯一确 定的， 这是因为它们的系数就是积分常数 c l ， c 2 ，... c n 
而根据定理5,这些常数是由解^⑻所 唯一确定的. ’，，， 


如果方程( 2 )的系数是 实的， 那么 在我们 面前就提出了如何从 方程⑺ 的全体复 


值解中分出实解的问题. 


^ ( D ) 假设 方程( 2 )的特征多项式 L ( p ) 的系数是实的设 A 是多项式 L ( j >) 的某 
个左重根;那么当 r = 0，1，… ，& - 1时，函数 f r e A * 是方程⑶的解.如果 A 是实数，那 
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么函也是实的，如果根是复的，那么除了有解 r # 之外，还有与它复共轭的 
解心&，因为 又也是 多项式 l ⑻的 fc 重根.因此，在解组 (3) 中除了每个复值解之外， 

还有与它复共轭的解.为了使得解 (4) 是实的，必要且充分的条 件是： 实解的系数是 
实的，成对复共轭解的系数是成对复共轭的. 

命题⑼的证明与在§ 7中根据命题 ( D ) 来证明§ 7中命题 ( E ) 完全一样地进行. 

例题 

1 . 我们求解方程 

z {5) + 3 z ( 4 ) + 3z {3) + 2 = 0. 

_ 

这个方程可以写成 (2) 的形式，这时特征多项式 i ( p ) 有 形式： 

+ 3p 4 + 3 p 3 + p 2 = p 2 (p + l) 3 * 

这个多项式的根是数 

Ai — 0 , A2 = — 1 , 

它们的重数分别为 ^=2,^ = 3. 于是根据定理5，所论方程的解组 (3) 为： 

之 1 = 1 ， z 2 =t, zs = e ~ l , z A - te~ l , z 5 = t 2 e- 1 . 

其通解由下式 给出： 

z = (c 1 + c 2 t) + (c 3 + cH 4 - c b t 2 )e ~ f . 

2 . 我们求解方程 

z w ^-2 z + z ^0. 

气 

其特征多项式为 l ( p ) = ( p 2 + l) 2 ; 它的 （二 重）根为数 Ai = i , A2 = —i . 所论方程的 
通解可写成 形式： 

z = (c 1 + c 2 t)e u + (c 3 4- c 4 t)e~ u . 

下面两个例题给出如何分出实解的一般规则，它们直接由命题⑼推出.例题 3 
和例题 4 完全类似于§ 7中的例题2和例题3 . 

3 - 在§ 7 的例题 2 中没有考虑到解的具体形式，而只假设解组 q ， …， 〜是由 
成对共轭解和实解所组成.因此，同样的讨论说明在重根的情况下,我们有下面的一 
般规则.应当在解组( 3 )中把每一对复共轭解换成这对解中之一的实部和虚部.用这 
个方法得到的函数组具有这样的 性质： 任意一个实解都是它们的实系数线性组合 

4•设 

t r e xt , t r e Xt 

是解组 ( 3 ) 中的两个复共扼解，当解 z 为实的情形时，在和式 (4) 中与这两个解相对应 
的部分可以写成 形式： 

i = c t r e ^ il/ ^ ~^ ct r . 
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那么我们就有 


z = pt r cos(ut + a ). 


(14) 


用这个方法可以把出现在和式 (4) 中的每一对复共轭解换成含有两个任意常数 p 
和 a 的形式 (14) 的实函数.这里也像在§7的例题3中那样，再一次看出，根 A 虚 
部 p # 0的出现使得解具有振动特性，而根 A 实部一 0的存在,将导致或者解的增 
大（当// > 0)，或者解的减小（当 /X < 0). 最后，根 A 的多重性将导致因子 r 的出现， 
它也影响到解的增大，但是当 f — + oo 及 /i < 0时，由因子 r 引起解的增大比起由 
因子导致解的减小的影响要小得多，因此当 M < 0 时（对根的任何重数），解都随 
着 Z 的无限增大而趋向于零. 

5 _利用例题 3 和 4 的结论，我们可以把在例题2中所讨论方程的全部实解写成 
如下两种 公式： 

z = ( a 1 - a 2 t ) cos ^ + (6 1 + b 2 t ) sin t , 
z = pi cos(t + ai ) p2 cos(t + a 2 ). 


§9. 稳定多项式 

设 

L{p)z = 0 (l) 

是常系数线性齐次方程.关于这个方程的解当 f 4 + oo 时的趋向问题（它们是趋于 
零,还是保持有界或者无限增长)，在整个常微分方程理论的应用系列中起了非常重 
要的 作用. 在§ 7 的例题 3 和§ 8 的例题 4 中已经指出，关于方程⑴解的性态这类问 
题与多项式 L ( P ) 的根的实部有关.现在我们更确切地说明这种联系. 

( A ) 如果多项式 i ( p ) 所有的根都具有负实部，或者用几何上的话来说，就是所 
有的根都位于复平面上虚轴的左边，就称它是 稳定的 .设 

Xj = + , j = 1, • • • ,m 

是多项式 L ( p ) 所有的根.如果这个多项式是稳定的，那么存在正数&，使得 


H j = 1,…， m . 

在这种情况下，我们证明存在正数 M ，使得对于方程 (1) 的每个解^⑷有 


( 2 ) 


l < p ( t ) l < Me ~ at 7 .当 GO . 


(3) 


这个公式不仅指出方程 (1) 的每一个解当亡 
趋向于零的时候进行得有多快. 


+ oo 时趋向于零，而且还估计了这个解 
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首先我们对方程 (1) 包含在§ 8函数组⑶中的任意解 ％， S 




1， 


» _ 


_，71来证明公 


式 (3). 我们有 


之 S 


心~*，从而 = t r e ㈨ 切 ) t 


e 


根据 (2 ), 数内+ a 是负的，所以函数心(心当亡 

它是有界的.于是我们有 



+ oo 时趋于零，因此当时 


么 S 


e 


at 


< M S , 


当尤 > 0， 


或者同样地 


zjj < Mje ~ at ,当 


现在如果 


V ?⑺ 




C Z\- {- C Z Z2 + 




+ C n z n 


是方程⑴的任意解，那么当 t > 0时有 


Mt )\ < \ c 2 \ M 2 + …+ \ c n \ M n ) e~ Qt 


Me 


—at 


因此不等式 (3) 得到证明. 


内 >0,那 么当尤 


值得注意，如果多项式 l ( p ) 至少有一个根&有正实部 


+ ooBt 方程⑴有解 eM 无限地增大, 


找出各种对实际应用尽可能方便的多项式稳定性条件，直到现在，还花费着数 


学家们的许多研究.对于二次多项式的稳定性条件可直接从 


次方程解的公式得出 


(见 ( B )). 至于任意 n 次多项式的稳定性问题已由数学家劳斯 ( Rou th ) 和赫尔维茨 

( Hurwitz ) 以略为不同的方式解决了.但是劳斯-赫尔维茨条件对于实际计算还是不 

大方便，因此,直到现在还在探求稳定性条件新的表示.这里将引进 n = 3时劳斯-赫 

尔维茨判别法的证明，并不加证明地给出赫尔维茨形式下对于任意次数打的稳定性 
条件. 


(B) 


具有实系数 a 和 b 的 


的时候才是稳定的. 


次多项式 L ( p ) 




p 2 -\- ap -\- b 当且仅当它的系数是正 


这个结论容易用二次方程解的公式来验证. 


( C ) 


如果实系数多项式 L ⑻ 




p n -h aip n 


+ 


•畢 • 


系数都是正的. 


+ a n 是稳 定的， 那么它的所有 


为了证明，我们把多项式分解为实的一次和二次的因子,也就是分解成形式 
为少+^及沪+叩+6的因子.由于多项式 L (^) 是稳定的，因此所分解成以上形式的每 
个因子、也是稳 定的. 为了因子的稳定性，数 c 必须是 正的; 为了因子铲 + ap + ft 稳 

定，也必须两个数 a 和&都是正的.从这些因子系数的正号性容易推出乘积系数的正 


号性. 


下面的定理给出三次多项式稳定性的判别法. 
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定理 6具有实系数的多项式 

L ( p ) = a 0 p 3 + clip 2 + a2P + as , a 0 > 0 

是稳定的，当且仅当数 ai ， a 2 ， a 3 是正的，而且满足不等式 

aia2 > cto«3 - 

证明 在证明时我们将考虑首项系数等于1的多项式 

L(p) = p 3 + aj> 2 + 6p + c ; (4) 

一般多项式 1(7?) 的情形容易化成这个多项式 •由 于命题 ( C ) ，我们只需证明有正系 
数 a Ac 的多项式⑷是稳定的，当且仅当有不等式 

ab>c ( 5 ) 

成立就行了.在证明中我们用到多项式的根是其系数的连续函数. 

首先我们说明在怎样的条件下，多项式( 4 )有纯虚根，特别有 p = 0 的根，因为它 

落在虚轴上，也应当看成纯虚根.我们有 

_ 

L ( p ) = (p + a )( p 2 + 6) — a 6 + c • (6) 

如果多项式 L ( p ) 有零根，那么 c == 0,而根据假设这种情况已经排除了，因为 c > 0 
我们假设，数 iu ) , uj ★ 0,是多项式 L ⑼的根.如果 - a ; 2 + 6不为零，那么数 
a )(- a ; 2 + {)) 有不等于零的虚部,因而不能和实 数—以 相消.因此，数心仅在_^； 2 + 
b = 0时才能是多项式 i ⑼ 的根; 在这种情况下,我们有等式 

L ( iu ) = —ab + c = 0 * 

反之，如果肋= C ， 那么由于⑹，多项式 L ( P ) 有纯虚根 p = 土 i \/ s ， 因此，（正系数 

的）多项式 L ( P ) 有纯虚根当且仅当 a&== c .特别，在当连续变动正系数 a c 时多 
项式的根只在满足等式 M = c 时才能和虚轴相交. 1 

假设不等式( 5 )不满足，那么或者= c ， 或者 a 6 < c _ 在第一种情形多项 
式有纯虚根，因此不稳定.我们来证明，在第二种情形，也就是满足不等土 、 

ab < c ⑺ 

/时，多项式 i ( p ) 也是不稳定的.我们来连续变动系数 0 和 6 ,但保持它们都是正数，使 
得 M 趋于零，而且不破坏不等式⑺.在这样变动的过程中贿一个根从麵 

边穿过麵到另-边去，因此多项翊稳定性并不改变.当 0 = & = 0 时，得到多项 
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式 p 3 + c ， 它有根 COS f 士 isinf ) ，这些根都位于虚轴的右边.由于根对系数的连 
续依赖性，当正数 a 和&充分小时,多项式保持不稳定性（有根在虚轴的右边). 

现在假设满足不等式 (5), 而来证明多项式 L ⑼是稳定的.为此，变动常数 c ， 使 
得它趋向于零但仍然为正的，而且不破坏不等式(5)，当 c = 0 时，我们得到多项式 

L { p ) = p ( p 2 + ap + &) ， 


它有一个零根和两个负实部的根.对于小的正数 c , 这两个根的变动也不大，因此它 
们的乘积仍然是正的，而零根则变成小的正根或者小的负根.因为全部三个根的乘 
积等于负数 (- C )， 所以接近于零的根必定是负的，于是定理6得证. 

为了叙述任意实系数多项式稳定性的必要和充分条件，先给出如下术语.设 
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在本书中将不证明定理7,它的证明可以在其他书中找到.例如切塔也夫的书 

《运动稳定性》 （ H . r. HeTaeB , yCTOHHHBOCTB rOCTeXH 34 a / T ， M _, 1955, 

79-83). 

为了避免写出矩阵 Q 时产生错误，注意到矩阵 Q 的第 A : 列元素有 形式： 

其中元素 叫位于 主对角 线上; 这时当下标 fc + j •为负数或大于 n 时,认为 元素办 七等 
于零. 

例题 

1- 我们从定理7来推出定理 6 .在 n = 3的情形中，矩阵 Q 有形 式： 

■ 

CLl (23 0 
0^2 0 
0 ai 

■ 

它的三个主子式有如下 数值： 

Ai(Q) —^1? △2(Q) = — ^z(Q) ― 0>S^2(Q) • 

它们的正号性条件和系数 勿 的正号性条件一起等价于 条件： 



ao >0 ， ax > 0 ? «3 > 0 ? 0102 > aofl3. 


从这些条件的全体，容易看出系数处的正号性.因此，在 n 
为定理 6. 

2. 在《 = 4 的情形中，矩阵 Q 有形 式： 


3 的情况下，定理 7 成 


Q = 


[ax a 3 0 0 

d 2 CL 4 o 

0 ai 0 

• 0 ao a 2 a4 J 


它的主子式有如下 数值： 

^i(Q) = A 2 (Q) = aia 2 - a 0 a 3) A 3 (Q) = a 3 A 2 (Q) - a\a^ A 4 (Q) = a 4 A 3 (Q) • 

容易看出，这些主子式的正号性条件和条件 a() > 0 一起等价于条件： 


ao > 0 ’ ❿ > 0 ,处 > 0, a 3 > 0, a 4 > 0, A 3 (Q) = ai a 2 a 3 - a 0 a| - a\a A > 0. 
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§10. 常系数线性非齐次方程 

这一节将给出含有自由项的常系数线性方程的解法，这里的自由项是一些所谓 
拟多项 式的特殊形式函数. 

(A) 每一个可以写成 形式: 

邱卜 八⑷^ 1 * 十 f 2 ( t ) e 入 2t + …+ (1) 

的函数 i 7 * ⑷都称 为拟多项式， 其中 Ai ， A 2, …，入饥是一些复数，而 / l ⑷,/ 2 ⑷ ，…， 

/m ⑷是 〖 的多 项式. 从§ 8 中的命题 ( C ) 知道，常系数线性齐次方程的每一个解都是 
拟多项式，相反地，可以证明，每个拟多项式都是某一个常系数线性齐次方程的解. 
如果序列 Ai , ••• , A m 中有某两个数相同，例如，如果 Ai = A 2 ,那么和式 (1) 中与这两 
个数相对应的项可以合并成一项(八⑷+ / 2 抑 一、 因此写法⑴总可以化为这样的 
形式,使得在它里面出现的数^, A 2 ，…， A m 是两两不相同.我们还注意到，任意两个 

拟多项式的和与积也是拟多 项式； 此外如果把任意算子 L ( p ) 应用到任意的拟多项式 
上,我们仍然得到拟多项式. 

因此,在这一节将考察方程 


L(p)z = F ( t ) , (2) 

其中 F ⑷是某一个拟多项式.除了方程 (2) 之外，我们还考虑相应的齐次方程 


L{p)u = 0 • (3) 

下面的命题直接从§ 6中的结论 ( B ) 推出. 

( B ) 如果3是方程⑵的某一个解，那么同一个方程的任一个解2可以写成形 
式： 

Z ~ Z + 

其中 W 是方程 (3) 的某一个解. 

由于我们已经学会找出齐次方程的任意解，因此这样一来事情就变成为在 

是拟多项式的情况下，求出方程( 2 )的一个解，或者像通常所说的,求出一个 特解 .其 

次，由于每一个拟多项式都可以写成形式(1)，所以根据§6中结论 ( C )， 事情就变成 

为求出方程(幻在厂⑺= f(t)e M 情形下的特解，这里/⑷是（的多项式.对于这种情 
形，按照下面定理来求解. 

为了避免误会起见，我们注意到今后谈到 r 次多项式时都将理解为形式+ 
喊一 1 +…+ ^ xt ^ a r 的函数，而且不一定假设首项系数 ao 不为零. 

定理8考虑非齐次方程 


L{p)z = f(t)e xt ， 


( 4 ) 
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其中/⑷是 f 的 r 次多项式，而 A 是复数.如果 L ( X ) ^ 0 我们就取 ife = 0; 如果 L ( A ) = 
0 就取 fc 为根 A 的重数.那么方程 (4) 存在形式为 

z = t k g ( t ) e xt (5) 


的特解，其中 p ⑴是 f 的 r 次多續式，多项式 p ⑷的系数可以用待定系数法求出. 

证明令 

f(t) = aot r + f*(t) , ( 6 ) 

并求形式为 

9(t) = b 0 t r -¥g*{t) ⑺ 

的多项式 wo , 其中多项式 rw 和 yw 的次数为 r - i , 其次，由于数 * 的选法，我 

们有 

l (p) = M(p)(p- A) fc , ⑻ 

其中 Af ( A )/0. 为了使得函数⑻是方程⑷的解,它必须满足条件（见§8，⑷） 

L(p)e x H k g(t) = e xt L(p + X)t k g(t) - e Xt f(t ) , 

亦即多项式 p ⑷应当满足的条件为 


L { pX ) t k g [ t ) = f ( t ). 

又因为多项式 M(p + A ) 有常数项 M ( A ) #0, 因此它可以写成 形式： 

M ( p ^ X ) = M ( X ) + M *( p ) p , M ( A ) #0. 

注意到关系⑹，(7)，( 8 )和 (10) ， 我们现在可以把加在多项式冰)上的条件⑼写成形 

式： 

b 0 M WP k t k ^ r 4- + L(P + AW ⑷= ao r + r ⑷ • (11) 

比较等式 (11) 中含有 r 的项，我们得到关系式 


⑼ 

( 10 ) 


b^M{X)p k t k+r = aot r , ( 12 ) 

由此确定待求多项式9⑷的系数6 0 (因为 m ( A ) # 0)，并且6 0 是唯一确 定的. 现在假 
设系数&0已经求出，因此关系式( I 2 )成立；于是关系式 (11) 取 形式： 

L (P + >)t k 9*{t) = f*(t) - b 0 M*( P ) P k + 1 t k + r ， ( 13 ) 

其中等式的右边是已知的 r _ 1次多项式，而左边是未知的” _ 1次多项式 〆 ⑻.方 
程 (13) 与方程 (9) 所不同的只是在 （13) 中出现的多项式降低了一次.对于方程 (13 ), 


§10. 常系数线性非齐次方程 
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重复上面对方程⑼所进行的计算，我们算出多项式 〆 ⑷中（最高幂次（即 r - 1次) 
项的系数继续这个过程，我们就用这样的方法算出多项式5⑷的所有系数 
b 0 ， b u …， b r ， 使得 〆 t ) 满足条件⑼，同时也就求出方程 (4) 形式如 (5) 的解. 

可以直接把形式 (5) 的解代人方程 (4) ，并假定多项式 g ⑷的系数是未知的,通过 
比较关系式 (4) 左右两边 t 的同次幂项系数,就得到对于这些系数的线性代数方程组. 
上面进行的计算说明，关于多项式 〆 i ) 系数的方程组是可解的. 

于是，定理8得证. 

注所得到的确定多项式贞 i) 系数的方程组是有三角系数矩阵的线性方 程组： 比较项 re At 
的系数,我们得到只含知的 方程； 比较项广― 1 #的系数，我们得到只含如和卜的方程等等 • 

我们来建立拟多项式的一个重要性质. 

( C ) 如果拟多项式 

F ( t ) = f ( t ) e Xit 4- h { t ) e x ^ + …+ 

在某区间。< f < r * 2 上恒等于零，其中 A l 5 A 2 , …， A m 是两两不同的数，那么所有多 

项式 / lW ，/2 ⑷，… ，/ m ⑷都恒等于零，从而拟多项式的所有系数等于零.由此立即 

推出，如果两个拟多项式 F ⑷和 F * ⑷在某区间上恒等，那么它们对应的系数是相同 
的. 

命题 ( C ) 将对数 m 用归纳法证明，这里数 m 称为拟多项式 F ⑷的阶数.当饥 = 

1时，它是正确的，因为在这种情况下，等式 F ( i ) = / iWe Alf == 0和力⑷= 0是等价 
的. 现在从 m - 1到 m ( m 彡 2 )进行归纳证明.如果拟多项式 F ⑷在区间 ri <亡< 
r 2 上恒等于零，那么这对于拟多项式 

G { t ) = 夕 +1 ( i ^) e - A ^) 

也成立，其中 p 是微分算子，而〖是多项式 / m (() 的次数.由§8中命题 ( A ) ，我们有 

郎）= 讥⑷ e (Al-Am) * +仍⑷ e (A2 - Am) * + …+ 

其中 

W = (p + At — A m ) /+1 /i(0 , 2 = 1, • 二， m — 1. 

由于拟多项式 G ⑷有 m - 1 阶，而且它在区间 ri < f < r 2 上恒等于零，因此根据归 
纳法假设，所有多项式仍⑷，… ， g m — 都恒等于零.我们假设，多项式力⑷，…， 
/ m - W ) 中的某一个不等于零,例如力⑷/ 0,我们要从这个假设导出矛盾来.’设^ 
项式/⑷的次数为 * ，即 / i ( t ) = - 1 +…+ ，而 ao _ 0 . 直接验证即知 

沒 iW = b + Ai - A m ) i +1 / i (0 = (Ai - A m ) i +1 a 0 ^ + …’ 
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又由于多项式仍⑻在区间 n <纟< r 2 上恒等于零，所以我们有 

(Ai — A m ) i+1 ao = 0 . 


因为数 A 1 * A m F 相同，于是由此得出 a 0 = 0. 得到的矛盾证明了多项式土⑷，…， 

的所有系数都等于零，亦即 F ⑷=由此我们断定多项式 / m (0 的 
所有系数也等于零. 


对于两个拟多项式 P ⑷和 P ⑷在区间 n < ( < r 2 上恒等的情形，通过作出拟 
多项式 F ⑷—⑷就化为所考虑过的情形. 

于是,命题 ( C ) 得证. 

例题 


1. 求出方程 


Z + z cost = 



的特解.我们分别来求解方程 



显然，如果2是方程 (15) 的解，那么 J 就是方程 (16) 的解, 
了.对于它有 r = l,A = i ， fc = l . 所以应当求形式为 


(14) 

(15) 

(16) 

因此，只解方程 (15) 就够 


亡 ( c 1 + c 2 t)e il 

的特解.关系式 (9) 取 形式： 

[(p + «) 2 + l](c^ + c 2 t 2 ) = 

(p 2 + 2ip)(c l t-^-c 2 t 2 ) = 

A 

2(? + 2ic^ -f- Ai<?t — — 

2 , 

一 -i ， c 1 = k 2 =羞 • 因此，方程 (15) 的特解有 形式： 

z = ih ~ ' 

而方程 (14) 的解就等于 

… == * cos “ g sin 幻 


或者写成 
这就给出 

由此得到 C 2 = 


2. 考虑函数 
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f(t) ― cos(2i) cos(3£) - e 4t . 

由于因子 c OS (20， c OS (3 i )， e 4 * 中的每一个都是拟多项式，所以它们的乘积/⑷也是拟 
多项式.我们把这个拟多项式化为形式 (1) : 

Jlit . „-2it p 3it I ^Sit 

cos(2i) cos(3i) . e 4t = --- • --- • e At 

= I e (4+5i)t + I e (4+i)t + I e (4-i)t + I e (4-5i)t 

4 4 4 4' 

把拟多项式化成 (1) 的形式,而后根据定理8来求解非齐次方程是很方便的. 
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直到现在，我们都是在求解一个常系数线性方程.但是可以证明，很一般的常 

系数线性方程组在某种意义上可以化成一个方程式.这种转化是 由消去 法来实现的. 

它类似于在线性代数（不是微分）方程理论中用到的消去法.在这里我们将叙述这种 
方法并由此得出一些结论. 

我们考虑方程组 


n 




m 

3 





_ • 


n 


⑴ 


S — 


其中0： 1 ，….0^是自变量 f 的未知函数，而尸⑷，…，广⑷是时间 i 给定的函数.每个 
符号 K ( P ) 都是关于微分算子 p 的常系数多项式，因此每一项 L 彳 ( p ) f 都是函数: r s 以 
及其导数的常系数线性组合,方程组 （1) 中方程的个数就等于未知函数的个数. 

方程组⑴关于未知函数 V 的阶数记为办，因此方程组 (1) 的总阶数由公式 g 

奶+必+…+如 确定 • 既然提出求解方程组 (1) 的问题，我们自然应 当假定 每个函 

数/都有直到包括❼阶在内的所有 导数; 但从问题的提法并不能推出关于更高阶导 
数也存在的结论. 


对方程组 (1) 应用消去法时，我们 将假设 每个未知函数 F 都有足够次数的导数， 

同样对每个函数户⑷也是如此.作了这样的假设之后，一方面我们缩小了所讨论解 

的类别（关于未知函数足够可微性假设)，而从另一方面，缩小了所考察方程的类别 

(关于函数 / j ⑷的足够可微性假设) •第 一 个限制在证明了下列的事实之后就可以 

取消：如果/，是方程组⑴的解，并且右边的户⑷有足够次数的导^那么 
每一个函数 V 就有足够次数的导数 （见 例题 3 和例题 4 ). ’ 

我们转回来到消去法的叙述， 
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(A) 我们考虑方程组⑴的矩阵 


咖)… lUp ) 

• » 

_ 暑 

• • 

Wip ) … Ll ( p )_ 


( 2 ) 


矩阵⑵的每个 元素巧 ( p ) 都是关于 p 的多项式.因此可以计算矩阵 （2) 的行列式 

^( P ) 和它的余 子式. 矩阵⑵中元素句⑼的代数余子式（就是这个元素取适当符号 
的余子式）记为 M /( P ) ，从高等代数教程中知道有恒等式 


n 

J2 m j(p) l Up) = Wp) 


)=i 

成立,其中 g 是所谓克罗内克 ( Kronecker ) 符号: 


(3) 


d\ — 当 S 一 5. 

用多项式岣⑼乘以方程 (1)( 就是进行一系列求导、与数相乘以及加法的运 算), 然 
后关于）取和，我们得到等式 

n 

J2 ^jHp)LUp)x s = Ml(p)P(t) ⑷ 

J ， S=1 j 

(当把方程 (1) 化成方程⑷时，我们利用了函数？和户⑷的足够高阶导数存在性） 
由于 (3) ，可以把等式 (4) 重写成 形式： 


D { p ) x t = ( 5 ) 

3 


我们得到的方程组 (5) (i = 1，…， n ) 具有这样的性质，每一个未知函数 d 只含在 （ 5 ) 

的一个方程之内.因此，我们证 明了： 如果函数组…，#是方程组⑴的解，那么 
每一个个别的函数/都是方程 (5) 的解 • ’ 


但是不应当 以为: 如果对每一个数 i ，以任意方式选取方程( 5 )的解 V ，而后组成 
函数组 o ： 1 ，•. ^，那么所得到的函数组就是方程组⑴ 的解. 为了求出方程组 ( i ) 的 


通解，需要对每 


个 



…， n ， 找出方程( 5 )的通解/，组成函数组: r 1 ，...， a ； n ， 然 
后弄清楚在什么条件下(在积分常数之间的什么关系下)，这个函数组满 足方程 组⑴, 

我们现在从消去法推出一些结论.首先对齐次方程组 • 


n 

> : ^s(p) xS ~ 0 ? j = 1，…， n 

3=1 


( 6 ) 


的情形来叙述从命题 ( A ) 中所得到的结论. 
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( B ) 如果函数组 x 1 , … ，: ^是方程组⑹的解，那么出现在这个解中的每一个 
个别的函数 d 都满足方程 

D ( p ) x l — 0 , 

其中 D ( p ) 是方程组⑹的矩阵 ( Li ( p )) 的行列式.由此特别推出，如果行列式 D ( p ) 是 
稳定多项式（见§ 9 ，( A ) )，那么方程组 (6) 的每组解 a : 1 , …， W 满足不等式 

( x 1 ) 2 + ■ • • + ( x n ) 2 < R 2 e ^ 2a \ 当 (7) 

其中 a 是与方程组⑹有关的正常数，而 i ? 是与解¥，..•，#有关的常数. 

不等式⑺直接从§ 9中的不等式 (3) 得出. 

我们现在指出，利用消去法能够很好地求解齐次方程组 (6). 

将方程组 (6) 重新写成向量形式 

L(p)x = 0 ， (8) 

这里 I ( P ) = ( L 3 S ( p )) 为方程组⑹的矩阵，而 ； e = ( a ： 1 ， …， a : n ). 

( C ) 假设方程组( 6 )的行列式 D ( P ) 不恒等于零，且设 A 是多项式 B ( P ) 的重 
根.我们来求方程组 (8) 形式为 

x = 9( t ) e xt (9) 

的解，其中 P ⑷=化 1 ⑷ ，…， g n ( f )) 是分量为 

ff 1 ⑷ n n (t) ( 10 ) 

的向量，它们都是关于（的卜1次待定系数多项式.我们将把方程⑻的每一个形 
式 (9) 的解称为对应于根 A 的解. 

• 把所设想的解⑼代人方程组⑻，我们得到（见§ S ，( A )) : 

° = L ( p ) g ( t ) e xt = e Xt L(p + 咖⑷ • 

在约去因子 e A * 之后，这就 给出： 


i(p + A)ff(0 = 0 . 



因此向量⑼是方程⑻的解当且仅当多项式 (10) 满足条件 (11) • 将向量方程 (11) 重 


写成坐标形式，我们得到打个关系式: 


+ A)p s ⑷= 0， j — 1, * * * , n. (12) 

5 — 1 

在 (12) 中每一个关系式的左端都是关于 i 的 fc —；[ 次多项式，其系数是多项式_ 
的系数的线性齐次函数.在( I 2 )的每一个关系式中令 （ 的每一个幂次的系数等于零 
我们就得到关于多项式 (10) 系数的线性齐次方程组_这个方程组等价于方广’ 
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于是，上述方法把寻找形式 (9) 的解的问题转变成求出某个线性齐次代数方程组 
的解.从上面的叙述还看出，形式 (9) 的解在整个无限区间 一 oo<t< + oo 上都有定 
义. 

关于如何找出方程 (8) 所有解的问题可用下面的定理来解决. 

定理 9假设方程组 (6) 的行列式 P ( p ) 不恒等于零，且设 

入 1 ，入 2, _ . . ， Am 

是多 项式乃 ( p ) 所有不同根的全体.那么方程 (8) 的任意解 X 可以写成 形式： 

a ? = xi + * •. + ar m , (13) 

其中 而 是方程⑻对应于根 Ai 的某个解（见 （ C)). 特别由此得出，方程 (8) 的每个解 
对一切纟值都有定义. 

证明我们假设$ = ( x 1 ,-.. ，#)是方程 (8) 定义在区间 n < t < 7* 2 上的某个 
解； 我们来证明在这区间上它可以写成形式 (13). 根据命题 ( B )， 每个函数= 
I ,***， n ， 在区间 n <6< r 2 上满足方程 

D ( p ) x a — 0, 

且由于§8中命题 ( C )， 在这个区间上它可以写成形式： 

m 

?⑷ e Ait ，s = 1，…， n ， (14) 

i— 1 

其中於⑷是& _ 1次多项式，这里&是根\的重数. 

于是 ，方程 (8) 的每个解 a ： ，在其本身有定义的区间 T X <t<T 2 上可写成形式 

x = 9i(t)e Xlt + •.. + 9m(t)e Xm \ ( 15 ) 

其中讲⑷是其分量为匕 - 1次多项式的向量.为了证明定理 9 ，我们现在只需证明在 

等式 (1 S ) 右端的每一个加项识⑷都是方程⑻的解.为了证明这个结论,我们把 
解 (15) 代入方程(8)，即得 


0 = L ( p)(gi ( t ) e Xlt + … -\- g m { t ) e Xrnt ) 

= + Ax^i (t) + . . • + e X ^L(p^ (16 ) 

因为数 Ai ，...， A m 是两两互不相同的，所以根据 §10 中的命题 ( C ), 由等式 （16) 得出 

e Xlt L(p + Xi ) gi ( t ) — 0, i = 1, • ■ , m , 

或者写成另一个样子 


L ( p ) gi ( t ) e Xit = 0, 



但是这也就意味着;^ =乐⑻ e 〜 f 是方程组⑻的解.于是定理9得证. 


§11. 消去法 


.53 * 


例题 

1 . 用消去法解方程组 


j x 1 x 1 x 2 = 0 ^ 

[i 1 — x 1 + x 2 + x 2 = 0 . 


把它重写成符号 形式： 

{ {p + l)x x + px 2 = 0, 

{p 2 — l)^ 1 + (p 2 + l)x 2 — 0. 

容易看出，方程组的行列式等于沪+卽+ i ;它有二重根 A = -1. 按照定理9应当求 
出方程组形式为 

(x 1 = (at + , 

I x 2 = (ct -f d)e~ f 


的解.把这些 




数代入第一个方程（在约去 


e 


t 


之后）给出 


由此得到 


a-\-c~ct — d — 0, 

卜0， 

1 a = d. 


当代人方程组的第二个方程时，对于系数得到同样的关系式，因此,所考察方程组的 
通解写成 形式： 

(x 1 = (at + 6)e _t , 

[x 2 = ae~~* , 

其中 a 和6为任意常数. 

2 . 我们把消去法应用于标准的常系数线性齐次方 程组： 


±j = a s xS ^ 3 = l s *** 

S =1 


(在 § 1 4 中要更全面地研究这个方程组).利用符号的记法重写方程组 (17 )为 

n 

px^ =Y^aix s , j = 1 ， … ， n ， 

8=1 

或者按另一种形式写成 


(17) 



( 18 ) 



•54 _ 


第二章常系数线性方程 _ 

其中匈是克罗内克符号.方程组 (18) 是一般方程组 (6) 的特殊情形，并且 

L 3 s { p ) = (4 - pS 3 s , 

这时行列式 D ( p ) 就是方程组 (17) 系数矩阵 (4) 的特征行列式.现在用命题 ( C ) 和定 
理9中所说的待定系数法来求出方程组 (18) 的解. 

方程组 （17) 可以写成向量 形式： 

x = Ax , (19) 

这里乂 = ( g)，a = ( o : 1 ，...， W )， 特别当特征多项式的根 A ir .. 相互不同 
时,从而是简单的情况时，方程 (19) 对应于特征值\的解有 形式： 

= 9ie Xit , ( 20 ) 

其中向量识的分量是零次多项式，亦即数量. 

将解 (20) 代人方程 (19) 之后 可得： 

h 9 i^ Xit = Agie Xit . 

在约去之后我们 得到： 

Agi = XiQi ; 

这就意味着讲是矩阵4 •应于特征值\的特征向量.由于在特征值相互不同的情况 

下，一个给定特征值的所有特征向量是相互共线的，因此对于特征值\，选定它的某 

个特征向量~，从而得到识= c % ，其中&为任意常数.于是，如果矩阵/的所有特 
征值是相互不同的，那么方程 (19) 的任意通解可写成 形式： 

x = ^hie^ + . •. + c n h n e Xnt , ( 21 ) 

其中 c 1 ， …， P 为任意常数. 

3. 考虑常系数线性方程组（见(1》 

n 

= /) ⑷， = 1， . •. ， n ， (22) 

3=1 

并令识为方程组关于未知函数;^的阶数，而 

分 = + 必 + • * _ +扣 

是方程组 (22) 的阶数.其次假设 

[ iKp ) … Li ( p )] 

U?(P) … 翊 


(23) 
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是方程组 (22) 的矩阵,而 P 09) 是它的行列式.我们来证明多项式的次数不超过 
数 g . 如果这个次数等于 g ， 那么方程组 (22) 将称为 可标准化的. 在这种情况下，可 
以把最高阶导数 

化”⑹，… ,( x n )^ (24) 

解出来，因此它可以化为标准方程组（见 §4，( B )). 

按照假设，多项式的次数不超过数办，因此我们可以写成 


L 3 s { p ) = oP 8 P qs + ... ， (25) 

其中省略号表示次数低于 gs 的项.计算矩阵 (23) 的行列式 D { p ), 并考虑到公式 (25) ， 
不难相信有 

D ( p ) — Ap q + …， 

其中△是矩阵(必的行列式.在这个公式中略去了次数低于 g 的项.于是就建立了 
多项式 D ⑼的最大可能次数是 g ， 而且如果这个次数等于^那么 △ / 0. 在方程 
组 (22) 中分出最高阶导数 (24) 的项后,我们得到方程组 

n 

⑹十…= p ( t ) , j = I ,*- - , n . (26) 

因此，如果方程组 ( 22 ) 是可标准化的，那么 △ / 0,并且方程组 (26) 关于最高阶导 
数 (24) 是可以解出来的. 

由于可标准化的方程组( 22 )能化成标准的方程组，所以按照§ 3的例题2所说的， 

只要方程组( 22 )的右边 p ( t ) 是足够次数可微的，可标准化方程组 (22) 的每个解就有 
任何预先给定次数的导数. 

4 . 现在我们考虑方程组( 22 )的行列式不恒等零，但多项式的次数 

小于方程组( 22 )的阶数 g 的情形 • 我们来证明，在这种情况下，只要右 端户⑷ 是足够 
次数可微的，方程组(烈)的每个解就有任意给定次数的导数. 

根据多项式乃⑼的次数小于 g 的假设，因此行列式△等 于零. 从而在矩阵 （ g ) 
的各列之间存在线性 关系; 设6 1 ，6 2 ,…， W 是实现这个相关性的系数.在数 b l … 

之中可以有些等于零 • 我们用这样的方法来改变函数 y ， … ，: ^的编号，使得以下关 
系式成立： 


MgO, 沪 #0, …， 6 爪 #0, 俨 +1 = = 0 ， 

分 1 彡分 2 ,讥 > 奶 ，…， qi > q m ‘ 

因为根据( 27 )有#0,所以我们可以假设 fci = 1. 

我们现在引进新的未知函数 〆 ，… ，，来 代替未知函数… 〆 ，令 

工 1 =^ 1 ;a: i = 2/ i + ftyi-gi 2/ i ; f = 2, …， m; 

^ = 2/ i , i = ,n. 


(27) 


(28) 
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关系式 (28) 关于新的未知 




数 y 1 ，…，，是可解的，亦即我们有 


y l — x 1 ;y l = — b l p qi ^ qi x x , 


i = 2,… ， m ; 





x , 


t 

% 




m + 1， 


_ % 


.，n 


(29) 


在方程组 ( 22 ) 中用新的未知函数 y 1 ，…，，代替原来的未知函数 x 1 ，…， x " ,我们得 
到新的方程组 


71 

L s (p)y s = j = 1 ， ••，，?!• 


(30) 


s 


直接看出，方程组 ( 3 0) 关于 2/ 1 的阶数的小于奶，而它关于其余未知函数2/ 2 ,…，， 
的阶数分别等于必，….，如.因此方程组( 3 0)的阶数 y 小于方程组 (22) 的阶数 g . 

如果把变换 (28) 和( 2 9)看成是将变量 x 1 ，... ，，变成变量 y 1 ， …，的线性变 
换和逆变换，其系数是关于 P 的多项式，那么可以看出线性变换 (28) 和 (29) 中每一个 
的行列式都等于+1 . 由此推出，方程组( 3 0)的行列式 D *( p ) 等于方程组 (22) 的行列 

式乃化)，因此，在方程组 (30) 中阶数和行列式的次数之差比在方程组 (22) 中 的小; 
运用上叙变换有限次以后，我们得到可标准化方程组. 

现在假设 


= f ⑷， z*=l，...，n (31) 

是方程组( 22 )的某 个解. 因为方程组( 22 )关于未知函数 d 的阶数等于免，所以假设 

函数^⑷是仿次可微的.由于变换( 29 )，方程组( 22 )的解 (31) 对应于方程组 (30) 的 
解 


V 1 = S = l ，， " ， n_ (32) 

从关系式( 32 )看出， 函数# ⑴是仿次可微的.由以上的叙述得出，从方程组 (22) 的每 

个解 (31) ，得到方程组 (30) 的某个解(於)，因此在把方程组(烈)变到方程组 (30) 时， 

没有一个解会失去.由于一系列变换的结果，我们得到可标准化的方程组，它的解有’ 

任意给定次数的导数，所以从变换(此)看出，方程组( 22 )的解 (31) 也有任意给定次 
数的导数. 


§12. 复数振幅法 

在各种与振动过程有关的技术和物理领域内，简谐振动占有重要的地位在数 
学上简谐振动由函数 

r Qos{u)t + a ) , r ^ 0 ⑴ 

给出 • 其中 r 是振动的振幅 ， a 是它的初位相，而数 a ; 确定了振动的频率，通常就称它 
为频率.实际上，如果^是每秒钟的振动次数，那么 


cj = 2iru ， 
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因此 u ; 是 2 tt 秒内而不是 1 秒内振动的次数.我们已经看到过（见§4中例题 1) 方程 

x + (jpx = 0 (2) 

是以频率 w 以及任意振幅和位相的简 i 皆函数 (1) 作为它的通解.方程 (2) 称为简谐振 

荡方程. 

在简 i 皆振动的研究中往往要涉及到方程 

L(p)x = r cos(ojt + a ), (3) 

其中右边是简谐 函数. 由于简谐函数是拟多项式，因而利用定理8中所说的方法容 

易求出方程⑶的解.当多项式 L ( p ) 是实系数的情形，可以用另外的方式应用定理8， 
这就是在电工学上称为复数振幅法的办法，现在说明如下. 

( A ) 除了实简谐函数⑴之外，我们还考虑与它相对应的复简谐函数 

pe iut , ⑷ 

其中 

p 

P = re ia , (5) 

函数 (4) 具有这样的特性，即它的实部与函数⑴ 一样： 

P^ lu>t = re l ^ <+Q ^ = r cos ( a;i + a ) + zrsin ( u;i + a ). 

_ 

复数 (5) 称为复简谐函数 ( 4 ) 的复 振幅; 它把实振幅 r 和初位相 a 结合在一起.应当注 

意， 

r = jp |. 

在多项式 L ⑼是实系数的情况下，为了求解方程 (3) ，先来求解方程 

L(p)z = pe ^. ( 6 ) 

由此即见，如果 z = x + 一是方程 (6) 的解，那么 a : 是方程⑶的解.假设。不是多项 
式 i ⑻的根，即 

M ^) 一 0， ⑺ 

我们求（见定理8 ) 方程⑹有复振幅 a = 56 切的复简谐函数形式解^ = ere —. 把函 
数 z = 代人方程 (6) ,我们得到 ^ 

a= L^J) ⑻ 

(见§ 7 ，( B )). 因此，方程⑶的解是如下形式的 函数： 


x ~ s cos(cut + (3 ) ； 


⑼ 
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这个解的振幅 S 和初位相/?由公式 


S€ 




re 


ta 


L{iuj) 


确定(见 ⑻)， mi s 


w 


然满足.在这种情况下，方程 (3) 的任意一个解都有 形式: 


j^yi . 如果多项式 i ⑼是稳定的，那么关系式 (7) 显 


X 


U 



s cos(ajt + /?) , 


( 10 ) 


其中 w 是齐次方程 


0的解.这个齐次方程的解 w 当 f 



+00时趋向于零， 



此 (3) 的任意一个解都趋向于解( 9 ).解 (9) 称为定 态的； 它对应于定态过程，虽然 
解 (10) 描述的是过渡 过程. 定态解⑼是所有解 (10) 中唯一的周期解. 

当应用复数振幅法时通常不考虑实方程 (3) 的求解，而直接从复方程⑹出发. 


现在叙述应用到方程组上的复数振幅法.问题是求出实系数方程组 


n 




r J cos(u;t + oP ) , 



1， 


_ _ 


.，打 


(11) 


的特解，其右边是具有同一 I 频率 CJ 的简谐振动. 


(B) 


我们假设方程组 (11) 的行列式 Z ?( p ) (见§ 11， ( A )) 当 p 




〜时不为零.为 


了求出方程组 (11) 的解，我们先来求方程组 


n 




z k = 




^iujt 


w 

3 


1 ， 


_ _ 


.，n 


( 12 ) 


的解，其中 






r j e iaj . 


因为所有多项式的系数都是实的，所以从方程组 (12) 的每个解^ 
到方程组 (11) 的解 


，么 n ， 得 


X 


Rez k , 


k 


1， 


w _ 


n . 


求方程组 (12) 的形式为 


Z 


a k e iu)t ’ 


k 


1， 


鲁 ■ 


•，n 


的解.将函数( I 3 )代人方程组(1 2 )(约去 e “以后）给出方程组 


(13) 


n 


E L i (峰 k 




〆 ， 


k=l 


寡关我=这=唯的解：令的，因为根据織，綱组的行列式响不为 


a k 二 s k e^ k ; 


§12. 复数振幅法 


- 59 - 


那么根据 (13) 我们就得到方程组 (11) 的解 

x k = s k cos(u;t 0 k ) y fc = l ， -.. ， n, (14) 

如果方程组 (11) 的行列式 D ( p ) 是稳定多项式，那么它满足不等式且除此 

之外，方程 (11) 的每个解与解 (14) 都相差一个当 t — +00 时趋向于零的项（见 §11 ， 

(B)). 因此，当多项式 D ⑼是稳定的情况下，方程组 (11) 的解 (14) 不仅是一个特解， 
而且是定 态解. 


例题 

我们来求解在简谐外力作用下的简 i 皆振荡器方程 

_ 

x + cufx = r cos(u;t + a) . (15) 

代替方程 (15) ， 我们考虑对应的复方程 

Z -f Uj\z — . ( 16 ) 


如果那么方程( I 6 )有形式为 Z = ae 心的解，并且从公式⑻有 


re iot 



因此，方程 (15) 有解 

fJf -^2) cos M + ， (17) 

其中当 A >0；时， /? = a ; 当叫 /3 = a + 7T. 公式 (17) 给出在简谐夕卜力作用的 

下振荡器的强迫 振动. 这里应该着重地注意到，当出现共振现象时,强迫振动的振幅 


r 

\oJl — U ) 2 \ 

随着差 K 的减小而增大.我们也特别注意到，振动 (17) 的位相冷当 w > 0；时 

和与强迫力的位相 a 重合，而当 m < a ; 时与它相反 • 方程 (15) 的通解写成 形式： 


X ~ T\ cos(u^ii + 炫 1) + 


r 

\ufi — U ) 2 \ 


COS ( U；t + jd ) ， 


其中 w = n cos ( a ^ + ai ) 是对应的齐次方程的解. u 这一项称为振荡器的固有振动. 

如果心= a ; ，那么公式( I 7 )失去 意义. 这时应当求方程 (16) 形式为 


z = pte^ 

的解， 其中 P 为复数 (见 定理 8 )_根据§10中的 公式⑼我们有 


[{p +。) 2 + u)^]pt =： re ia ， 
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常微分方程理论在各种技术领域里找到了其自身的 应用; 它应用于电子技术中， 

特别是无线电技术.无线电仪器的工作在某些理想化之下可以用常微分方程组来进 

行数学描述，而且在这组方程中时间的未知函数就是流经仪器各个零件的电流强度， 

或者是仪器各个连接点之间的电 压降. 无线电仪器给出了很丰富的资料来说明微分 

方程理论的应用,例如，比起力学问题来要更丰富得多.这种丰富性特别表现在从任 

何技术问题中产生的常微分方程组，往往能用电子仪器来模拟，也就是能设计出这 

样的电子仪器，使得描述其工作的方程组与我们感兴趣技术对象的方程组是一样的. 

这种模拟电子仪器在一定程度上可以帮助方程组的求解，因为观察了仪器的工作状 

况，我们也就看到了满足方程组的未知函数 性态. 支配电子仪器工作的物理定律可 

以很简单地确定出来，它们甚至于能很容易地由人们找到，这对于物理学家来说，几 

乎是不陌生的.在这里,有点教条式地给出最简单电子技术定律的陈述，并引进+几 
个应用微分方程来研究电子仪器工作的例子. 

电路的元件 

电阻、电感（自感）和电容（电容器）是构成电子仪器的最重要零件.这些零件中 
的每一个都是一个二端网络，亦即有两个接点的网络,在装配电子仪器时，一个零件 
的两端和别的零件的端点相连接.在电子仪器工作时，构成该仪器的各^二端网络 
都有电流通过，同时，二端网络在每个时刻 t 的导电状态由两个量来表示 •_ 从二端网 
络 M 的一端 a 流向另一端& 的电流强度 4 训， 以及从 a 端到 6 端的电 压降心⑷ 电 
流强度⑷可以取正号也可以取 负号； 如果电流从 a 端流向 ft 端（应注意这是所谓 
技术上的电流方向)，那么数是 正的； 在相反的情况下是负的.从0端到 b 端的 
电压降⑷是 a 端与 6 端的电位差 14 (d ⑷. 因此，描述二端网络 a 6 在时刻 f 状 
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态的两个量 U ⑷和 Rb ⑷与把哪一端标为第一点以及哪一端标为第二点有关.在 
交换端点的顺序时，⑷，仏 6(0 中的每个量显然都要变号，因此有关系式 

ha(i) = ~Iab{t) i ⑴ 

U^ a (t) = ~U a b(t) . ( 2 ) 

对于每个二端网络肋，时间 f 的函数 / afe ⑷和 <7。以)不是独立的，而是由支配这 
个二端网络工作的物理定律所推出的某些关系式来联系.对于电阻、自感和电容，支 
配它们工作的物理定律在下面的命题中给出. 

( A ) 对于表示电阻的二端网络 M ， 有关系式（欧姆定律） 

U a b (^) — Rablab ( t ) (3) 

成立，这里是正的系数，称为 电阻， 并且对不同的二端网络可能取不同的值，但 
是对于每一个给定的电阻二端网络它是 常数; 这时我们总有 


Rba — Rab - (4) 

对于表示电感的二端网络 ㈤ ，有关系式 

I/ afc ⑷ = L ab ~I ab (t); ⑹ 

成立,这里是正的系数，称为 电感， 并且对不同的二端网络可能取不同的值，但是 
对于每一个给定的电感二端网络它是常数.这时 


Lba = , ( 6 ) 

I 

♦ 

对于电容（电容器）的二端网络以，有关系式 

Iab ( t ) ^ C ab j t U ah ( t ) , ( 7 ) 

成立，这里 c ab 是正的系数，称为 电容， 并且对不同的二端网络可能取不同的值，但是 
对于给定的电容二端网络有完全确定 的值; 这时我们有 ’ 


积分关系式 (7) ，我们得到 


C ba 


Cab • 


⑻ 


函数 


Uab ( t ) = U ab ( t Q ) + 



Qab ( t ) = CabUa ^ t ) 


⑼ 
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是与在给定时刻电容器状态有关的物理量，称为电容器 M 的电量.关系式 (9) 常常写 
成 形式： 

U a b{^) = ~ f Iab(t)dt , 

Lab J 

其中 // ai ) ⑷也表示电容器的电量. 

关系式⑷可以从 (1),(2) 和 (3) 推出： 

Rab ^ ab ( t ) ~ U a b ( t ) = — Ub a { t ) = 一 Rbaha ( t ) = i ?6 a (~^ ba (^)) — Rbalabi ^) - 

关系式 (6) 和 (8) 也可以类似地建立起来. 

在电子仪器的工作中，两个电感之间的互感现象起着重要的作用. 

(B) 两个有值 L ai6l =心和仏也 = L 2 的电感 ai 6^ a 2 6 2 可能处于互感状 
态，它用互感系数射= M aibl ， a 山来描述，这时二端网络的电压降 C / aibl (《） = 

不仅与 电流厶 山⑷= A (0 有关，而且也与电流 / a 2 6 2 (0 = A ⑷有关.完全一样 

地，二端网络奶匕的电压 f / a262 (《） = t / 2 ⑴不仅与电流/ 2 ⑷，而且也与 A ⑷有关.它 
们之间的关系由下列公式给出： 

= L i * h ( t ) + M j t h { t ), (10) 

rf ff 

R ⑷ = ⑴ + A /石 Ji(f) • (11) 

并且互感系数满足 等式： 

^aib lt a 2 b 2 — ^a 2 b 2 ,a 1 b 1 = ~^a l b 1 ,b 2 a 2 i 

此外,对于它们还有不等式 

M 2 < L r L 2 

成立 • 两个电感的“互相作用”越大,互感系数 M 在数量上就越接近于数值 

在命题 ( A ) 中所描述的二端网络称为无源的；它们本身不可能在电子仪器中产 

生导电现象.在电子仪器中出现电流的直接原因是要有有源的二端网络_电压源和 

电流源. 

( C ) 对于电压源的二端网络 afc ，有关系式 

=■ U ( t ) (12) 

看成 

对于 

Iab ( t ) = I ( t ) 


成立’其中 t / ⑷是时间 〖的 给定函数，它描述了电压源的特征.关系式(1 2) 可以 

是函数和 U ⑷的联系，不过只是这样的联系,其中函数 J ab ⑷并不出现. 
电流源 a6 ,也有类似的关系式 


成立，其 中印) 是时间 f 的给定函数，它描述了电流源的特征.对于最经常讨论的电 
压源和电流源，函数[/⑷和 J ⑷或者是常数，或者是形式为 


r cos ( t ^ + a ) 

的周期函数. 

电子仪器就是由这些最重要且同时也是最简单的零件装配起来的 . 仪器本身称 

为 电路， 而装配成仪器的零件称为 元件. 应当注意，还有和上面所说不同的元件，特 

别是有多个接点的多端 元件. 例如三极电子管是三端元件,它的工作状态将在后面进 
行分析（见 §29). 

基尔霍夫定律 

我们现在转到叙述支配电路工作的基 尔霍夫 ( KirchhofF ) 定律. 

( D ) 所谓 电路是 指有限个元件（特别是上述类型的二端网络）这样的总体，它 
们的各端连接成所谓电路的 节点， 因而每一个节点连接着电路中两个或者两个以上 
的^同元件的 端点. 基尔霍夫第一定律 断言; 在电路的每一个节点处从连接该节点所 
有元件流入这个节点的电流之和等于零. 基尔霍夫第二定律是从如下的假设推 出的: 
在电路的每一个节点 a 处都有电位 V ；⑷，而从节点 a 到节点6的电压降 t / a& ⑷为节 
点 a 和&的电位差，因此 U ab ( t ) - V a ( t )- V b ( t ). 由此假设 推出： 如果 a , &， C ，…， ft ，*； 是 
组成闭合回路的一系列节点，那么就有关系式 

U a b { t ) + Ub c ( t ) + …+ Uhk { t ) + Uka { t ) = 0 

成立, 这就 是基尔霍夫第二定律 • 它可以简述 如下： 沿电路的任 一闭合 回路的电压降 
之和等 于零. （在这些基尔霍夫定律的叙述中并没有假设电路中的元件是二端网络 .） 
我们现在要给应用在由二端网络组成的电路的基尔霍夫定律以更确切的说明_ 

( E ) 设 S 是某个由二端网络组成的电路.基尔霍夫第一定律断定，如果 a 是电 
路5的任一节点， miaAa ， … ，6#是所有连接在节点 a 处的二端网络（见图7)，那 

么 

Jbia ⑷ + Ib 2 a{^) + * * * 4- h q a{^) = 0 . 

基尔霍夫第 一 定律断定，如果，/是出现在电路 S 中的某 一 个二端网络 
序列（后面一个二端网络的起点是前一个二端网络的终点，图8)，那么 

U a b { t ) H - ⑷ + . . • + Uhk { t ) + Uka ( t ) = 0 . 

计算由二端网络组成的电路的工作状态，就是要求找出在电路中每一个二端网 
络的电流和 电压； 因此，如果电路是由 n 个二端网络构成，那么摆在我们面前就是求 
出 2 n 个时间函数的问题.支配每一个二端网络工作的规律给出未知函数之间的一个 
关系式，因此对于卽个未知函数，我们已经有了 n 个关系式.其余 n 个关系式由基尔 
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霍夫定律给出 • 可以证明，基尔霍夫定律正好给出 n 个相互之间独立的关系式，但是 

在这里我们不去证明它.因此利用所有这些关系式，最后我们就得到关于如个未知 

函数的 2 n 个方程.这些方程中的一部分是微分方程，一部分是有限（代数）方程.基 

尔霍夫定律给出有限方程，首先应当利用它们来消去一部分未知 函数； 这时通常是 

利用以下两种方法之一来实 现的. 第一种方法可以取电流作为基本的未知函数，并 

通过它们来表示 电压. 这时首先要利用基尔霍夫第一定律，把所有电流（根据这个定 

律）用最小数目的独立函数表示出来.这些独立的电流,称为回路电流.然后应当利 

用基尔霍夫第二定律,把其中的每个电压换成它相应的电流表达式.这种方法称为 

回路电流法. 第二种方法是取二端网络的电压作为基本未知函数，而电流（利用支配 

每个二端网络工作的 规律） 通过电压来表示，在这种情况下，应当通过基尔霍夫第二 

定律把所有电压（根据这个规律）用最小数目的独立函数表示出来.这些独立的电压 

称 为节点电压. 然后应当利用基尔霍夫第一定律，把其中的每个电流换成它相应的电 
压表达式.这种方法称为 节点电压法. 


二端网络的算子阻抗 

在转到分析电路计算的例题前，我们采用符号记法来写出关系式（3)，（5)，（9)， 
(10)，（11)，也就是支配二端网络工作的规律. 

( F ) 设 a6 是电阻，电感或者电容的二端网络.我们令 




Lab 


乙， 


C ab 


C. 


若作为对以前所用符号记法的补充（见 §7, ( A )), 自然地引进记号 i /的 = / /(T)dT ， 
那么关系式 ⑶，(5)，(9) 可以用 一个公 式记为 P J ’ 


U ( t ) = Z (P)I{^) 


(13 ) ， 



CA(f) = Lipl x (t) + Mpl 2 (t ), 

=i 沙厶⑷ + Mpli (t ). 

我们转到例题的分柝 ■ 为了清楚起见，把电路用图来表示，在图上以点与电路的 
节点相对应，以线段或曲线与每个二端网络相对应，把这些线段或曲线与相应节点连 
接 起来; 在每个这样的线段上，标出相应于二端网络的约定符号（图 10). 

例题 

1 . (振荡回路）设 S 是有四个节点 a , b ， c ， d 的电路，由四个二端网络 ab ， b C ， cd ， 

而组成^图 11 ). 二端网络是电感 L ， 二端网络 6 C 是电阻丑，二端网络 C d 是 电容; 

最后，二端网络 d 是电源= U ( t ). 我们利用回路电流法来进行计算，对节 
点6应用基尔霍夫第一定律，得到⑷+ “⑷= 0 ,或者用另一个形式， = 

-当在一个节点处正好两个二端网络相连接时，总是这样的.因此我们有 

Iab{t) = Ibct) — I c d{t) = Ida{t) = I(t) . 

这里/⑷就是回路电流•其次，对于每个二端网络写出支配它工作的规律，我们得到 

(Uab(t) = Lpl ( t ) ， = i2J ⑷， 

| ⑷， ^da(t) = ~l/(t) . (15) 
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电感 




h 互感 
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电容 


+ 


不变的、简谐的和 
任意变动的电压源 




些电路元件的约定记号 


图 10 


基尔霍夫第二定律给出 



U a b { t ) -f Ub c { t ) -f U cc [( t ) + Udaif ) = 0. (16) 

从关系式 (15) 和 (16) 得到 


(如+丑+忐) 增 ^ ⑴， (17) 

可以对关系式( I 7 )的两边乘以 p (亦即逐项求导）；于是我们得到 

( Lp 2 + Jtp + = pU ( t ) . (18) 


这就是讨论回路的微分方程. 

如果从回路中除去二端网络 at f ， 那么我们就得到所谓断开电路，它由三个无 
源的二端网络 a 6 ,6 c ， cc f 所组成.可以把整个这样的电路看作为两端 a 和 d 的二端网 

. . . . 络（见图 12). 对于这样的二端网络，支配它工 


* 

<9 


L 


4 



R 


C 


Hf 


| 作的规律是由类似于关系式 (13) 的关系式 （17) 




Z(P) =LP+R + 


CP 


图 12 


d 给出.这里函数 z ⑻ 

抗， 而它的倒数 G ( p ) 

子导纳. 




Lp + + 




Cp 


是算子阻 


Cp 


LCp 2 + RCp + 


是算 
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如果我们令⑷= 0,那么这就等价于在我们的回路中 
不存在有源二端网络 W 的假设，而电路就由三个无源的二端 
网络 ab , be , C d 所组成，并且节点 a 和 d 重合（见图13 ) .写出^ 

这个无源电路 P 工作规律的方程，有 形式： 

i ^ Lp 2 + Rp + = 0 . (19) 

正如前面指出过的，在无源电路中导电现象不会自动发生，而 

函数/⑷三0是方程( I 9 )的特解，就反映了这一事实.但是在认为电路中已经有了电 

流，就可以考察 电路# 的工作，并且搞清楚这个电流是怎样随时间变化的.设和 
入2是多项式 

Lp 2 + Rp +^ (20) 

的根.由于 L ， 丑， C 大于零（见 ㈧ ），所以根 Ai * A 2 的实数部分是负的，因此在电 
路义中电流是随着时间而衰减（参看 § 9 ，( A ))， 但是这种衰减可以通过不同的方式 
进行;如果根 Ai 和 A 2 是复数,那么方程( I 9 )的每个非零解都有振动特性（参看§ 7中 

例题 3 );如果两个根都是实的，那么衰减是非周期地进行，也就是方程 (19) 的每个 
解从某个时刻起都成为单调的.至于根 Ai * A 2 究竟是复的还是实的，就由数 

R \ 2 1 

2 L / LC 

的符号来 决定； 如果 A < 0,那么方程 ( I 9 ) 的解就具有振动特性，如果 △ > 0那么 
它就是非周期的. 

特别有趣的是这样的振荡回路义，这时在回路中完全没 

有电阻 i ?. 在这种情况下电路只由两个无源元件以和 cd 组 

成，而且& = 0,61 = ^图1 4 ).在这样的假定下，电路方程有形1 
式： 

( p 2 + w) m=0 - 

这个方程的通解写成 形式： 

/ ⑷ = SCOS^xi + P ) , 

t 

其中 A = vie * 因此，当没有电阻时,在无源振荡回路中发生频率为 

1 

^1 = — ； —— 

y/LC 

的非衰减振荡.在通常情况下量就称为振荡回路斤的固有频率. 

现在回到振荡回路5的讨 论, 并考察有简谐电压源 J / ⑷的情形. 
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由于多项式 (20) 的根有负实部，所以可以考察电路5中的定态过程.现在按照 
复数振幅法来进行求解（参看§ 12 ) .设? 7( t ) = re 心是有实振幅 r > 0的复简谐振动. 
那么方程 (18) 的右边有 形式： 



S 




从这个公$看出，对于给定振幅为 r 的电压源，当 w 等于回路 S 的固有频率，即 w = 

_时，电流强度的振幅 5 达到最大值，对于这个频率，振幅 s 和 r 由关系 

式^相联系，也就是说对于这个频率，回路进行得好像其中只有电阻一样.对于 
其他的频率，电流强度的振幅 s 都是比^小 的值. 这种现象称为共振(见§12,例 题). 

(^振荡回路在频率 o ； 等于它的固有频率 -J_ 时产生共振 

yLC 



2. (变压器） 变压器是由安装在同一 
轴上的 原绕组和感应绕组 两个绕组构 
成.原绕组连接在可变电压源上,感应绕组 
连接在负载上，例如连接在外电阻上.每一 
绕阻都有电感和电阻（内电阻).在绕组之 
间有互感.因此，变压器可以看成由两个用 
互感联系起来的分开回路组成的电路.第 


一个回路由三个二端网络 组成： 〜卜是电 
感 Ll; 是内电阻丑1; a lCl 是电压源仏心⑷=第二个回路也由三个二 

端网络组成：勿心是电感上 2 ; 6；2 C 2 是内电阻冗 2 ; C ：^ 2 是负载电阻此外还有互 

^^ ai 6 i t a 2 6 2 =M (图 15). 根据基尔霍夫第一 '定 律，我们有 
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因此，我们有两个回路电流 A ，/ 2 . 应用基尔霍夫第二定律，得到 

Lipli + Mpl 2 + i?i/i — U (t) = 0, 

L2PI2 + Mpl\ + R2I2 + RI2 — 0 . 

或者写成另一个形式 

(Lip + Ri)I\ + Mpl 2 = 11 ( 1 ), 

Mpli + (L2P + + R)l2 = 0 . 

这个方程组的系数行列式有 形式： 


^(p) — (^i^2 M 2 )p 2 + (LiR 2 + L\R + L2Ri)p-\~ R\(R 2 + R). 

根据 § 9 中的命题 ( B ), 这个多项式是稳定的（因为 ZaL 2 - M 2 > 0). 我们来讨论当 

电压 J 7 ⑷简谐变化时变压器的工作状况，并将按照§ 12 ，( B ) 的方法求出定态解 •我 
们令 

(7(0 = wie iwt ? 

其中 wi 是正实数（对原绕阻所加电压的振幅).我们求出形式为 

= aie luJt , I 2 = a2e iwt 

的未知函数 A ，/ 2 ，其中^，<7 2 是电流的复振幅. 

在理论上最感兴趣的是 理想变压器， 也就是这样的变压器，在其中量和 
L x L 2 - M 2 很小. 在确定 q 和 a 的方程中略去这些量,我们得到 


ii . iojcr 1 + M • iuj(T2 = U\ } 


A/ • + (Z/2 * iuj + /2)ct2 = 0. 

由于 M s VTnL 2 ，所以在用乘第一个方程，并从第二个方程减去所得的方程 
我们得到 1 ’ 


2 — 1 — 



U\ . 


因此，在负载丑上电压降的振幅处= 邱 x 2 | 等于 





称为 变压器系数. 因此，如果 i 2 > L ，那么我们得到增压变压器 
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而当 L 2 < 心 B 寸,我们得到降压变压器 



3 • (电子滤波器） 我们考察有四个节点〜6, c ， d 和五个二端网络的电路（图 16): 

ab 是电感 L , 6 c 是具有同样量 L 的电感， M 是电容 C , ad 是电压源 U ad ( t ) = U { t ), 
cd 是负载电阻 i ?. 
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根据定理6,多项式是稳定的.现在我们将认为 f / = be ' 其中6是电压的实 
振幅（见 §12). 我们求形式为 

h = aie^ f 5 I 2 = a 2 e iwf 


的未知函数 A 和，其中別和 a 2 是电流的复振幅,也就是限于寻求定态解. 

我们提出确定在负载上的电压降 f/ cd =丑/ 2 问题.我们有 



«2 


C 


R 

C 


LRJ 2 



tu 


2L 

C 




由此求得电压 t / cd 的振幅 



\a2\R ： 


bR 




R 




CX 、 3 ， 


因此，高频电压几乎不能通过而被“滤掉，，了 . 
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在这一节要将讨论常系数方程组 

71 

±t = H a J xj ^ i = 1 , …， n ( 1 ) 

J = 1 

的求解 • 这个方程组可以用消去法来求解（见§11,特别是§11中例题 2). 这里是通 

f 把矩阵4 = ( ap 化为若尔当型的方法来求解的.当矩阵4的所有特征值都互不相 

同时，把它化成若尔 当型， 这时即为对角型的可能性是很初等的代数学事实. 在一般 

情况下，化矩阵4为若尔当型的可能性涉及到线性代数教程中比较复杂的结 果本书 

下面只用到本节的那些结果，它们依靠矩阵4在特征值为互不相同的情况下把它化 

成对 角型； 后面并不需要用到在一般情况下可以把矩阵乂化成若 尔当型的结果（命 
题 ( C )，( D )，( G ) )，从而在阅读时可以放过去， 

为了求解程组 （1) 而把矩阵4化成若尔当标准型时,通常都采用对未知函数 
A …，，进行线性变换的方法 • 这个方法将在本节最后以标题“变量的变换，，来讲 
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述.在本节的第一部分要讲述另一个方法，它实质上也是依靠把矩阵>1化成若尔当 

型. 

在这一节中我们不把矩阵/与在向量$ = ( 〆 ，…，^，的空间中和它相对应的 
变换4加以区别，因为我们并不需要改变空间的基底，只在证明命题 ( F ) 时是例外. 

特征方程的根全是单根的情形 

( A ) 在向量形式下微分方程组 (1) 写成 


x = Ax , 

这里 a = • 代替未知函数组: r 1 ， 引进未知向量 


( 2 ) 


x = 0 1 ， … ,x n ) ; 

向量 ® 的导数±理解为向量 ( ir 1 ， … , x n ). 如果 fc 是矩阵乂对应于特征值 A 的特征向 
量，亦即如果（见 §34,( B )) 

i/l = A/l ， 


那么由关系式 

p 


x = he^t 


所确定的向量函数: c 就是方程 (2) 的解. 

最后的结论可用把 a : = / ie At 代入关系式 (2) 的办法进行验证. 

定理10 设 

x = Ax 

是这样的微分方程组(见 ( A )) ，其矩阵 4 的特征值 M ， A 25 . •. ， A n 两两不同，且设 


h x 


，/ In 


是这个矩阵对应的特征向量.令 


X 


hi€ Xit , i 


1， 


« 幸 


n 


于是向 f 函教 


⑷ 


® = C l Xi + .. _ + C n x n ( 5 ) 

是方程 ( 3 ) 的解，其中 C 1，.._ ， c n 是任意常数，并且这个公式给出了方程 ( 3 ) 所有的解. 

证明 由于命题⑷，每个函数 而都是 方程⑶的解，所以根据§6命题 ( A )， 公 
式⑻总是给出方程 (3) 的解.现在证明，方程 (3) 的任一解都可以写成⑸的^式 
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设 W ⑷是方程 （3) 的任一解.由定理3,解⑷可以认为是给定在整个无限直线 
- oo <《<+ oo 上的，因此这个解在 f = 0时有定义.令 p (0) = a ； o .设 

xo = c^hi + …+ c n h n 

是向量 a ? o 按基底向量 fci ， …， 的展开式（根据§ 34中命题 ( C ) ， 向量\ ，… ， h n 构 
成基底).那么由公式 (5) 所确定的解$显然满足初始条件 

x(0) = xo , 

而解 p ⑷也满足同样的初始条件 ^(0) = 吻；因此由唯一性定理（见定理 2) 有 a ; = 

于是，定理10得证. 

在方程⑶的矩阵(屮是实矩阵的情况下，那么在我们面前就提出如何从所有的 
解 (5) 中分出实解的问题. 

( B ) 假设决定⑶的矩阵 ( aj ) 是实的，并且选取向量卜,…木使得实的特征 

值对应于实向量，复共轭的特征值对应于复共轭的 向量. 那么在解组 (4) 中，每个实 

特征值就对应于实解，每一对复共轭的特征值就对应于一对相互复共轭的解.可以 

证明， 在解⑻中当且仅当实解前面是实常数，复共辆解前面是复共轭常数时解 ( 5 ) 才 
是实的. 

命题 ( B ) 的正确性直接从§ 7中命题 ( D ) 推出. 

一 般情形 

现在转到在一般情况下（矩阵 ( aj ) 可能有重特征值）方程组 (1) 的求解.对于这 

种情况的分析，要用到很不简单且证明也相当复杂的关于把矩阵化成若尔当型的代 
数学定理(见§ 36 ). 

( C ) 我们把方程组 (1) 写成向量 形式： 

x = Ax, ( 6 ) 

并令 

hi， …， hk 

为关于矩阵4与特征值 A 对应的某一向量系列(见 §36,( A )), 因此它们满足关系式 

p 

Ah x = Xh x , Ah 2 ^\h 2 +h l) • • • , Ah k = \h k + t 

我们引进一个向量函数序列，即令 

■ I 

切 r (’) = fr-1)! 711 + (■/_ 2)\ h2 + …+ ~， r = l, … ， k. 

于是向量函数 

x r = , r = 1，…， k 


⑺ 

⑻ 
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就是方程 (6) 的解,并且有 

a ; r (0) = h r . (9) 

因此，对于每一个个向量系列就对应着一组 A : 个解. 

为了证明向量函数 (8) 是方程⑹的解，我们指出关于向量函数⑺的如下两个 
恒等式： 

w r ( t ) = w r ^ i ( t ) , r — 1, • - 
Aw r ( t ) — Aty r ⑷十 w r ~ i ( t ) , r = 1， • _. ， & . 

在这些关系式中取购⑷ = 0; 这两个恒等式通过简单的计算即可验证.借助于这两 
个恒等式可以直接验证 (8) 是方程 (6) 的解.事实上，我们有 

x r (t) = Wr^e ^ 1 + Atw r (i)e^ = (w r ^i(t) + ⑷) = Awr^e^ = Ax r {t). 

现在我们转到叙述和证明在一般情况下关于方程组⑴解的定理. 

定理 11 设 

x = Ax ( ip ) 

是方程组 （1) 的向量写法.由于定理 30( 见 §36), 存在基 


办 1 ，… ， h n ， 

它是由关于矩阵乂的系列所组成.为了确定起见，假设/^，…，心 ： 是对应于特征值 

Ai 的系列； h fcl +1 ，…，/^ 1+ & 2 是对应于特征值 A 2 的系列等等.根据命题 ( C )， 每一个 
系列对应着一个解组，因此我们可以写出方程 （10) 如下 的解： 

/ 亡左 1 一 1 \ 

龙 1 =/iie Al V.. ,x kl =( 知 — + … 十 /^)e Al *， 

,x kl+k2 = — ” 卜 +i + ... + ftfc 1+fc2 )e A2t ， ( n ) 



于是，公式 

35 = C^Xi + ' * * + C n X n (If 

总是给出方程 (10) 的解，其中 c 1 ， …， c n 是任意常数，并且方程 (10) 的每个解都可以 
用公式 （12) 来表示. 

证明 因为函数:^，…，〜是方程 (10) 的解（见 ( C ) )，所以由§ 6的命题 ( A ) ,公 
式 (12) 总是给出方程 (10) 的解 ■ 我们来证明方程 (10) 的每一个解在常数夂…， 々的 

适当选取之下，总可以写成( I 2 )的形式.令 p ( t ) 为方程 (10) 的任 一解， 由定理3,解 
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< p ( t ) 可以认为是定义在整个直线 -oo < t < +00 上的，所以向量 W 0) =吻有定义. 
把这个向量关于基 h ，…，、 展开： 

Xo = c x hi + ... + c n h n . 


现在如果把找到的常 数^ ，… ， c n 代入关系式(12)，那么我们就得 到解; r ( i ), 它满足 
初始条件（见 (9)) 

x(0) = + • * • + c n aj tt (0) = c l h\ + …+ c n h n ~ xo , 

这样一来，解 W ⑷和 x ⑷有相同的初始值，因而它们是一样的.于是定理11证毕. 

现在剩下的问题是在实矩阵 (<) 的情况下，如何从公式 (12) 给出的解中分出实 
解来. 这完全和特征 方程只 有单根的情形一样地进行. 

(D) 我们假设决定方程 (10) 的矩阵 ( aj ) 是实的.在这种情况下，按照定理30 

(见§3 6 )中当矩阵 (<) 是实的情形时所规定的方法选取基底/在这样选 

取的基底之下，定理11所作出的解系列 （11) 中有一部分是实的，另一部分是成对复 

共轭的.于是，解（ I 2 )是实的当且仅当实解前面的常数是实的，而复共轭解前面的常 
数是复共轭的. 

命题 ( D ) 直接从§ 7中的命题 ( D ) 推出. 

最后，应当注意这一节上面讲述的结果与§ 7 ，§8的结果是有密切联系的.在§7, 

§ 8 中所考虑的是一个 n 阶常系数齐次 方程. 按照§ 4 中的方法,这个方程可以写成含 

有 n 个一阶方程的标准方程组形式.因此，§ 7 ，§ 8 两节的结果可以从本节的结果中推 

出.这时可以证明，所得到标准方程组的特征多项式与原来方程的特征多项式完全 
相同. 


变量的变换 

( E ) 在由常数矩阵 d = Oj ) 决定的方程组 （1) 中，代替未知函数 



我们引进新的未知函数 


(13) 


令 





E4 



■ 

3 




V . 


1 



(14) 

(15) 


其中 < 是常系数，它们构成非退化矩阵 (<). 对于新的未知函数，我们的方程组 
写成形式： 
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■ 

3 



(16) 
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其中矩阵丑= ㈤ ‘) 是从矩阵乂按公式 

B = SAS - 1 (17) 

得到的.我们来证明这件事.将关系式 (15) 的两边对 t 求导，即得 

n 

2 ^=[祝 ， j = l ，."， n . (18) 

2=1 

因此，向量 i = ( x 1 ,*-* ，: c _ n ) 的分量受到与向量 ; c = (: c 1 ， …，:的分量同样的变换. 

由此就已经推出公式(1 7 )(见 § 34 ，( A ))* 但是我们还是从头进行证明.在矩阵的形式 
下, (15) 和 (18) 分别写为 形式： 


y ~ Sx , y ^ Sx ; 

因此我们有 

y = Sx — SAx = SAS^y . 

这就证明了公式 (17). 

用适当的方法选取矩阵我们可以使得矩阵 B 取得最简单的形式.因为矩 

阵4到矩阵 S 的变换( I 7 )是利用矩阵 S 的相似变换，所以我们可以做到使得矩阵 B 
有若尔当型（见 §36，( B )). 

( F ) 如果方程组⑴中矩阵4的特征值 


入1，…，入 n 

都互不相同,那么可以选取线性变换 (1 S )， 使得方程组 (16) 有形式: 


y k ^ Afc 2 / fc , >n . (19) 

此夕卜，如果矩阵欠是实的，因而在特征值序列 Ai ， …， A n 中除了每个复的特征值 A * 之 
^卜，还有与它共轭的特征值乂 =足，而变量 (13) 是实的，所以可以选取变换 (15), 使 
得每个实的特征值对应于实的变 量沪， 而成对复共轭的特征值从和对应于 
复共轭的变量/和2/ =铲 •因 此，共轭的特征值对应于共轭的方程 


V 


k 




A fc /, 





( 20 ) 


假设 


A * 


+ in ， 


u 


k 


^ + if } k , 


( 21 ) 


其中 Mfc ， 叫， P ， V 5 都是实的，于是一对相互共扼的方程 po ) 可以换成一对实的方程 


i k = 一”一 k 


， 


n 


^ ki k + 關 k • 


( 22 ) 
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对于每一对复共轭的特征值都做这样的变换，我们就可以把实变量 (13) 的方程组变 
换成新的实变量方程组，而且新方程组中一部分方程有 (19) 的形式（对于实的特征 
值\ ), 而另一部分有 (22) 的形式（对于成对的复共轭特征值). 

为了证明命题 ( F )， 在向量 ® … ， x n ) 的空间 ii 中，进行与矩阵4相对应 

的线性变换 4( 见 §34), 并用〜记与变换4的特征值 Afc 相对应的特征向量.现在我 
们取向量 

hi ， …， h n (23) 

作为 i ? 的基，并把向量怎关于这个基的坐标记为 〆 ，•_.，，.这样我们就得到了线性 
变换( I 5 ).在新坐标系之下变换4对应于矩阵 S ， 容易看出，它有对角形，而且在对 
角线上的元素是数 A ! ，…， A „. 因此，方程组 (16) 有 (19) 的形式. 

现在如果矩阵4是实的，那么对于每个实的特征值以实的特征向量~与 
它对应，而对于一对复共轭的特征值 A fc 和 A ; = Ajb , 用一对复共轭的特征向量&和 
hi = h k 与其对应.任意向量 a : 在新坐标之下写成 形式： 

n 

x = Yyhj ， (24) 

j=i 

并且如果它是实的，那么在实向量之前的系数应当是实的，而复共轭向量之前的系 
数必须是复共轭的 ( ia § T ,( D )). 因此，每个实特征值 Aj 对应于实变量沪，而一对复 
共扼特征值 A fc 和 A ; = Afc 对应于复共辆变量 y k 和匁 1 = 7 • 

为了从一对复共轭的方程 ( M ) 转化成一对实的方程 (22) ,我们写出方程 (20) ，其 
中数值、和#用 (21) 的右端代替，于是得到 

+ ir/ k = (/ifc + iuk)(^ k + if] k ) = - Vkr\ k + i{yk^ + 剛 k ). 

分别比较这个关系式的实部和虚部，就得到方程组 (22). 

于是命题 ( F ) 得证. 

方程组 （19) 有明显的解 

y k = Cke Xkt , A: = 1 ， … ， n. 

，是为了得到原来方程组⑶的解，需要从未知函数 ( M ) 化成未知函数 (13) ,而为此 
就需要知道矩阵4的特征向量⑻) ( 见( 24 ) ). 因此，命题 ( F ) 等价于定理10 . 

为了在一般情况下求解方程组(1)，可以利用将矩 阵/化 成若尔当型;这里得到 
的命题 ( G ) 等价于定理 11. 

_ 

( G ) 设方程组 (1) 的矩阵4是任意的.我们这样选取变换 (15) ，使得矩阵5有 

若尔当型（见§邪).设 A 是矩阵 A 的一个特征值，又是矩阵 S 对应于特征值 A 的一 

个若尔当块的阶数_假设这一块位于万的前行.于是对应于这一块的方程组有形 
式： 

+ y 2 - Ay 2 + y 3 , ... , 以= Xyk-i + y k ，^ ^ Xyk 
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矩阵 B 的每个其他若尔当块都对应于类似的方程组，它们都是容易求解的. 

例题 

1- 应用这一节所讲的方法来求解方程组 （1), 需要找出由关于变换4特征值 
的系列构成向量空间的基（见定理11彳 

% 

九 1，_ * . ， 办 n • 

这种寻找本身就是一个代数问题.我们指出，根据本节的结果，利用待 定系数 法就可 
以求解方程 (1) ，而不要找出由系列构成的基.设 A 是矩阵 (#) 的某个特征值.一般来 
说，在基 ，、之 中存在几个对应于这个特征值 系列； 设 A : 是对应于特征值 A 的 
各系列中长度最大的.根据定理11，每个对*应于特征值 A 的解都可以写成 形式： 

= f \ t ) e xt , i = 1，... ， n ， (25) 

其中 户⑷ 是次数 < - 1 的多 项式. 因此，把形式 (25) 的解代人方程组 (1) ,并把多项 

式 f ( t ), i = 1，…， n ， 的系数看成是未知常数，我们利用待定系数法求得方程组 (1) 所 

有对应于特征值 A 的解. 在用这种方法求解方程组 (1) 时，并不需要知道对应于特征 

值 A 的系列，而只需要知道这些系列的 长度. 求出长度的问题是比化成若尔当标准型 

更简单的代数 问题; 这个问题的解决与线性代数的矩阵 的初等因子理 论有关.初等 
因子理论在本书的其他地方都不用. 

2 . 我们现在来说明如何利用在§ 11中讲述的消去法来求解方程组 (1) ，为了运 
用消去法，我们把方程组 (1) 写成 形式： 



0 , 


其中 

L j(p) = cl] -pSj\ 

在这种情况下，矩阵 ( i )( p )) 的行列式乃 ( J 9) 就是矩阵 ( a j ) 的特征多项式.设 A 是多 

项式乃 ( P ) 的某个根，或者同样地，是矩阵 ( a 〗) 的某个特 征值. 根 A 的重数记为 L 根 
据§ 11中命题 ( C ) ，方程组⑴所有对应于根 A 的解都应当在 形式： 



9 l {t)e 


At 


1， 


« _ 


1 



之下进行寻找,其中多项式 〆 ⑷的次数不超 过数/ 


如果将这个例题所说的方法 


与例题1给出的方法进行比较，那么我们看出整个差别在于多项式最大次数的确定 
例题1给出了多项式次数更准确的确定，因为一般来说，数 fc 小于数实际上对应 


于特征值 A 的所有系列长度之和等于因此，等式左 
个系列时才能成立. 


/仅在对应于特征值 A 只有 
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§15. 自治的微分方程组犮其相空间 

这里将在自治方程组的 相空间 形式下给岀该方程组的几何解释.这种解释本质 

上不同于在§ 1，§ 3中对方程组所作的几何解释，正确地说，这里的解释并不是几何学 

的而是动力学的，因为在这种解释中，与方程组的每个解相对应的不是空间曲线，而 

是点沿曲线的运动.动力学的解释（相空间）在某些关系上比起几何解释（积分曲线 
族）更为深刻. 

自治方程组 

如果在常微分方程组中自变量（或者如我们将称它为 时间） i 不明显出现，我们 
就称它为自治 的. 这就意味着，描述方程组未知函数的整体变化规律,正像通常物理 
定律也是这样，并不随着时间的推移而改变.显然容易证明，如果 

x% = f = 1，…， n 

是某个自治方程组的解，那么 

+ c) , i = 1 ， …， n 

也是同一个自治方程组的解，其中0为 常数. 我们 以标准 自治方程组作为例子来对这 
个事实进行说明. 

( A ) 设 

± % == f\x l , - - * , x n ), ? = 1, * * • ,n ⑴ 

是 n 阶标准自治方程组，而 

x = f(x) 

是它的向量写法.方程组 (1) 的自治性在于函数户(/，•••，，)，《 = 1，…， n 是变 
量 x 1 ， …，，的函数而和时间 纟无关 • 关于函数户 ( x i ， …， n )， 我们假设它们是定义 
在 n 维空间的某个开集△上，这里空间点的坐标为变量 V ，…，我们还假设，函 
数/ ㈡ 1 ，… J n ) 和它们的一阶偏导数在集合△上连续.于是如果 ’ 

x l = ip \ t ) , « = ( 2 ) 

是方程组 （1) 的解，那么 


x% = ^1 (^) = 〆 (亡 + c), i — 1, • • * , n 


也是方程组 (1) 的解. 


从复合函数的求导规则推出关系式 


W ⑷ =#( 亡 + c )， 



jTl. 


(3) 


(4) 
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实际上， _ 

<pi (^) = + c ) 

= d ^^ +c) - f5 ^ = ^ +c)，i= ^ +c) - 
现在证明⑶是方程组⑴ 的解. 由于 (2) 是解，所以我们有恒等式 

= /Ww， … ，/⑼， i = 1 ， … ， n. 

在这恒等式中将£换成 t + c ，就得到 

0 l (t + c) = + c) ， … ， (p n (t + c)) ， i = 1 ， … ， n , 

由此以及⑷和 (3) 得出 

^1(0 = + c) = /W(( + c)，• •. ， + c )) 

=尸(咖)，…，以⑹ • 

现在转到方程组 (1) 解的动力学 解释. 这里形式上讨论的是关于在 n 维空间中 
的解释，但是为了直观起见，想像平面的情形 （n = 2 ) 更为合理. 

( B ) 对于自治方程组⑴的每一个解 

* • 

x% = 〆 ⑷ ， i = 1，…， n ， (5) 

我们以 n 维空间中点的运动与它对应，这个点的运动由方程⑻给出，其中 …， x n 
就是空间点的坐标，而£为时间.点在运动的过程中描出某一曲线——运动的 轨线. 

如果把^⑹不比拟为运动过程而看成点的运动轨线，那么我们就得到关于解的不很 

完全表示，因此最好在轨线上譬如指出运动的方向.于是，如果除了解 (5) 之外还有 
另一个解 

x% = i = 1，…， n ， ⑹ 

那么对应于这两个解的轨线，或者在空间中不相交,或者重合.也就是说，如果两条 
轨线至少有一个公共点，亦即 


〆 (亡 1) = #(’2) ’ i ~ 1? • * • ,n, (7: 

那么 

= ( p(t H - c ) , 其中 c = 6 -^ 2 . ( 8 ) 

最后的 f 式说明第一个解和第二个解所描出的轨线是彼此一样的，可是第一个解描 

解完全一样但带有“滞后”时间 • 轨线.娜与第一个解对应的点在时 


§15. 自治的微分方程组及其相空间 


.81 • 


刻 * + c 到达轨线上的某个位置,那么与第二个解对应的点已经在时刻£到过这个位 
置了. 

为了从等式 (7) 推出恒等式 (8) ， 除了解 (5) 之外，我们还考虑解（见 ( A )) 

咖)=办+。). ⑼ 

当 c = 时，由等式 (7) 推出等式 

(0 - + c) = = ^ l (t 2 ) , i = 1 ， … ， n_ 

于是方程组 (1) 的解 (6) 和 (9) 有共同的初始条件（也就是在时刻化的值)，从而根据 
唯一性定理，它们是一样的.因此我们有 

"0*(0 = ⑷ — + c) , i = 1， • . • ， • 

平衡位置和闭轨线 

我们提出关于方程组解所描出的轨线能否自己相交的问题. 

( C ) 令 

* # 

x% — 〆⑷， i = 1，…， n (10) 

是方程组 (1) 的某个解.我们假设等式 

■ P 

〆 (亡 = A 亡 2 )， i = l ， .._ ， n; h 爹 t 2 (11) 

成立，这里数 h 和匕 当然是属于解 (10) 的定义区间 r x <t<r 2 . 于是在这个条件之 
了，解 (10) 可以延拓到整个无限区间 —oo <《< +oc . 因此我们立即认为解 (10) 本身 

就是定义在这个 -oo < i < + oo 的区 间上. 于是只可能有如下两种互相排斥的情形. 

1) 对所有 t 的值有等式 


夕⑷ = ^ ， 


% 


1•… 


> 


n 


成立，其中 ( a 1 , 
动时，点 ( ip l ( t ) 


aU ) 是集合 △ 中一个不依赖于£ 的点. 因此在这种情况下 ，当 f 变 
⑷)实际上不运动而停在原地.这时，解 (10) 本身以及点 （ a i 


a n ) 就称为方程组 (1) 的平衡位置 
2) 存在这样一个正数 r ， 使得对任意的《有等式 


+ T 7 ) =〆⑷， i = 1， 


_ • 


• ,n 


成立.但是当 - T2 | < r 时，至少对一个$ 


1， 


_ • 


，71有不等式 
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成立.在这种情况下，称解 (10) 为以 r 为周期的周 期解, 而称解 (10) 描写的轨线为闭 
轨线或者环. 

我们来证明命题 ( C ) •正如在命题 ( B ) 中已经注意到那样，由等式 (11) 推出恒等 
式 

+ c) = ip\t ) , z*=l ， --. ， n; c~h - <2 * (12) 

这时函数 + …， W (( + c ) 也是方程组⑴的解（见 ( A )). 这个解与原来的解 

(10) 在它们都有定义的区间上是一样的（定理 2 ).如果将这两个解合并起来，我们 

就得到一个具有比原来更大存在区间的新解，亦即当 C > 0 时有区间 n 一 c < t < r 2 , 

而当 c < 0时有区间7^ <t<r 2 -c. 由于“和匕是平等的，所以可以改变数量 c 的 

符号，于是这个解可以延拓到区间 n - | c | < t < r 2 + | c |±. 此外，由于对延拓解来 

说，等式 (11) 仍然成立，所以可再一次应用上述方法去扩展存在区间，从而可以延拓 
解 (10) 到整个无限直线上而保持恒等式 (12). 

我们将称每一个满足恒等式( I 2 )的数 c 为解 (10) 的 周期； 以 F 记解 (10) 所有周 
期的集合.集合 F 是某个数的 集合. 我们来建立它的一些性质.在关系式 (12) 中将 

1 换成 f - C ， 得到^⑷=~ C ). 因此，如果(；是周期，那么 — C 也是周期.假 
设。和0 2 都是周期，即 

W l (i + Cl ) ⑷， + C 2 ) ⑷， s = 1 ， … ， n. 

那么 

+ c 2 ) -hci) = 9^( 亡 + C 2 ) = /⑷， i = 1 , …， n. 

因此，如果 Cl 和 c ；2 都是周期，那么 Cl + C 2 也是周期.令 •.. ，(^，…是一个收敛 
于某个数 Co 的周期序 列，； 于是我们有 

+ Cm) — (p l (t ) , i — 1, * • • , n; m = 1,2, * • • • 

I 

因为函数是连续的，所以当 m — + oo 时，我们得到 

^(f + co ) = ^ ⑷， 

亦即我们看出， C 0 也是周期，因此集合 F 是闭的. 

由于在等式( I 2 )中的数 C 不等于零 （匕 #以)，所以集合^中含有不等于零的数. 

从对集合 F 建立的性质容易得出，对于集合 p 只有两种可能 •_ 1) 集合 iT 就是全部实 

数的 集合； 2) 集合，中有最小正数; r ， 且因此 F 就是由数： r 的所有整数倍的数所组 

成.我们来证明，确实只有这样两种可能性_因为集合/^含有数 c 的同时也含有 _ c 
又在 F 中含有不为零的数，所以在 F 中有正数. ， ， 

假设在集合 P 中没有最小的正数，亦即对于任意的正数 £ 都存在正周期 c < £ 
从集合 P 已证明的性质得出 （因为 c 是周 期)， 所有的 mc 也是周期，这里饥是整数: 
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由于 c < e ， 因此对于任给的实数 co ， 总可以选取这样的整数 m 使得 |co - mc \ < e . 
这样 一来， 任何实数 co 都是集合 P 的极限点,从而由集合 F 的封闭性，这个集合与全 
体实数的集合是完全一样的. 

现在假设， F 不是全体实数的集合.那么根据上面的证明，在 F 中存在最小正 
数 T . 令6为任意周期，于是可以选取这样的整数 m ， 使得 | C - mT | <7\假设 c # 
mT ， 则 - mr | 为不等于零的周期，而这是不可能的，因为 | C - mr | <7\ 与 r 是最 
小周期矛盾.这样就证明了 F 中的每一个数0都可以写成形式 c = mT ，其中 m 为整 
数. 


现在已经容易验证，如果 F 是全体实数的集合，那么情形 1) 就成立，而如果 F 不 
是全体实数的集合，那么情形 2) 就成立.于是命题 ( C ) 得证. 

命题 ( C ) 可以简单地叙述为存在三种轨线 ：一、 平衡 位置； 二、周期轨线（环); 
三、自己不相交的轨线.自然应当认为，最后一种情形是“最普遍的 

从定理 2 推出，经过方程组 (1) 定义域△中的每 一点， 都有表示方程组解的轨线 
通过.因此整个区域△充满了轨线，而且按照 ( B ) ，这些轨线两两互不相交.在所有 

的轨线中，特别分出自己相交的一类轨线，它们或者是平衡位置，或者是环.这两种 
轨线有极重要的价值. 

这就是自治方程组解的动力学解释.方程组本身也还可以有几何解释. 

相空间 

(D) 既然自治方程组 (1) 定义在开集△上，这就使得集合 △ 的每一点 （#, …， 
吨) 与 n 个数的一个序列，即 序列： 

尸(4,…，咕) ，…， 广(4,…，吨） 

对应.这些数可以看成是在 n 维空间中从点 (< … ，吨) 所作出向量 /( x 5 , …，吨）的 

分量.因此这就使得自治方程组与给定在开 i △上的几何图像 - 向 置场， 建立 

了对应.在集合 △ 的每一点04…，咕)处，定义了一个从这点出发的向量/&，…， 
对).在解的几何解释与方程组本身的几何解释之间有如下的联系:令城… ，切是 
集合△的任 一点； 由方程组本身的几何解释，这一点与从它出发的向量 /«’.• ，邛） 
建立了对 应. 其次由定理 2 ，存在方程组 （1) 满足初始条件 

=Xq, i = 1，... ， n 


^( t ) - 根据动力学解释，解 d 


^( t ) 对应于空间中描写轨线点的运动， 


的解 W 

而且在时刻亡 

#⑷的点在它运行通过位置(#， . ， • ，时刻的速度向量与向量 /(d 
方程组⑴当 


化进行运动的点经过空间中的位置( ㈣ ，…， 邓). 于是，描写解 〆 


，吨)重合. 
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时也表现岀这种重合.把自治方程组 (1) 的解解释为轨线的形式，以及把自治方程 
组⑴本身解释为向量场的形式，它们所在的 n 维空间称为方程组⑴的相空间，轨 
线称为相轨线，向量/( ㈣ ，…，蚜)称为相速度.两种解释之间的联系 在于： 在每一时 
刻点沿轨线的运动速度与给定在该时刻动点所处空间位置的相速度一样. 

我们现在从相速度的观点来研究平衡位置. 

( E ) 为了使得集合△中的点 ( a 1 ， …， a ") 是方程组⑴的平衡位置，亦即为了方 
程组有满足 

^ (0 = ^ S = (13) 

的解^ = ^⑷，必要且充分的条件是在点 ( a 1 ，…，)处的相速度/(扎...，#)等 
于零.因此为了求出方程组 (1) 所有的平衡状态，需要求解方程组 

尸 ( a 1 ， …， a n ) =0， ？’ = 1，… • 


这个方程组不是微分方程组，而是通常所说的有限方程组（在其中不出现导数). 

为了证明命题 ( E ) ，我们假设 ( a 1 ， ..•，#)是平衡状态， SP 存在满足关系式 (13) 的 

解/ = V ⑷； 我们把这个解代入方程组 (1) ,由于常数的导数等于零，所以代人后给 
出 


/ V ，…， 



£ 

dt 


At) 


d_ 

dt 



0. 


因此在点 ( d 1 ， … ， a n ) 处的相速度 /( a 1 , …，心)实际上等于零 • 反之，我们假设在 
点 ( a 1 ， …，0处的相速度/( 〆 ，... ， a n ) 为零，亦即/如 1 ，… , a n ) = 0, i = ， n ， 

我们来证明，在这种情况下，等式 ( IS ) 确定了方程组 (1) 的解.代人后给出 ’ ’ 


〆 ⑷ = 广 (a 1 , a n ) ， i = 1 ,…， n ; 

这些等式是成立的，因为左边是常数的导数，而右边是零. 

( F ) 对于在§3中给出的非自治方程组⑴，其解 (2) 的几何解释就是把这个解 

与在变量《，: rV .. ^的 (n + 1) 维空间五中用方程组 (2) 确定的曲线冗相对应，这 

里 f 是纪间 i ? 中的坐标之一 • 转移到在变量 x 1 ，... ，: c n 的?1 维相空间 S 中的几何解释 

在于我们不再认为量 i 是点的坐标，而认为它是一个参数，因此，从积分曲线允得到 
相轨线 I 是由于将空间 ii 沿£方向朝空间 S 射影的结果. 

当 n = 2 时,这个投影具有几何上的直观性•这时，空间是三维的而空间5是 
平面（参看例题 4). 


例题 

1. 我们研究一阶自治微分方程式 


^ = / ㈤ ， 


( 14 ) 
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当变量在整条直线 P 上变动时，它的右边连续且有连续导数.我们还补充假设函 
数/⑷的零点，或者同样地，方程 (14) 的平衡位置没有极限点.在这样的假设之下， 
平衡位置把直线 P 分成区间组 S ， 组 S 中的每一个区间都有这样的性质，函 
数 /( x ) 在它的内部不等于零,而它的每一个端点 a 或者6,或是函数 /( x ) 的零点，或 
是等于士 oo . 因此，组 E 或者是由有限个或是可列个有限区间以及不多于两个的半 
无限区间所组成，或者是只含一个两端无限的区间 (-oo, +00) .设 (a, &) 是组 S 的某 
一个区间，是这区间内的点 ， x = #⑷ , r x < t < r 2 , 是方程 (14) 初始值为0，吻的 
不可延拓解.为了确定起见,令/(吻）>0;那么可以证明， 

a < <p(t) < b, 当 n <t<r 2 , (15) 

lim (p(t) — a , lim (p(t) = b • ( 16 ) 

t ― ►Ti t ― ►Tj \ * 

此外，如果数 a , 或是相应地数6,是有限的,那么数 n ,或是相应地数 r 2 , 是无穷大. 
于是（图 17), 每一个 区间沁 ,6) 都是方程 (14) 单独的一条相轨线. 





d 



图 17 



我们来证明关系式 ( IS ) 和( I 6 ).从假设 /( 吻）>0得出，在区间 (0) 上函数 /( ㈣ 

是正的，从而描写相轨线的这个区间的每一个点，都是从左向右运动.于是当^增大 

时，点 W ⑷只有越过区间 ( a ，6) 的右端点6,才有可能离开区间 ( a ，6). 假设这发生在 

某个时刻 t ：== 6，那么当 t 时有 wh ) = 6，这就意味着两条不同的轨线 $ = 

和怎 = b 相交，这是不可能的.完全一样地证明，当 t 减小时，点 p ⑷不可能离开 
区间 ( a ，6). 因此关系式 (15) 得到证明. 

现在假设 ， ^un cp ( t ) = c < b , 并令训 t ) 是方程 ( I 4 ) 有初始值 0, c 的解.由于 

/( c ) > 0,所以对^个负值化有呶匕）< c ， 而这就意味着两条不同的轨线#⑴和 
卵） 相交.这是不可能的.于是证明了 lim 冰 ）= 6. 关系式 l im 冰） = «也完全一 

样地证明. ^ ri 

_ 

最后， 我们假设 b < + 00 , 而来证明 D = + 00 . 假设与此相反，亦即 r 2 < + 00 , 那 
么我们定义函数 X ⑷，使得当 n < f 时，;^)= 一⑷；而当 f > ” 2 时，；& .’显 

然，函数 xWp 续且满足方程( I 4 )，但这是不可能的，因为这时两条不同的轨线 x = 

X ⑷和$ = 6就相 交了. 得到的矛盾证明了 r；2 == + oo , 完全一样地证明当 a > - 00 时 
有 n = — 00 , 

令6是方程 ( I 4 ) 的任一个平衡位置，而 （ a ，~ 和汍 c ) 是 S 中与它相邻接（分别 
在左边和右边）的两个区间 •（ a ， &)，(&， c ) 中的每一个区间都是一条轨线如果当亡增 
大时，分别描写轨线 ( a ，6) 和(6, c ) 的两个点都趋近于平衡位置那么平衡位置 6 就 
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U 




C 


⑻称为稳定的(图 18( a )). 如果分别描写轨线 ( a , b ) m ( b . c ) 

的两个点都离开点 l 那么就称平衡位置6为不稳定的 


( b ) 




2 


C 


(C) 


(图 18( b )). 如果沿着一条轨线的点趋近于点6,而沿着另 
条轨线的点却离开，那么平衡位置6就称为半稳定的 
(图 18( c )). 为了平衡位置6是稳定的，必要且充分条件是 
使得函数 / Or ) 在区间 ( a , 6) 上是正的，而在区间(6, C ) 上 
是负的.为了平衡位置6是不稳定的，必要且充分条件是使得函数 / Or ) 在区间 


上是负的，而在区间 （6, c ) 上为是正的 * 为了平衡位置 b 是半稳定的，必要且充分条 


图 18 


件是使得函数 / Or ) 在两个区间 ( a , 6) 和(6, c ) 上有同一个符号. 


假设 /( b ) # 0;那么在点 b 附近，函数 /㈤ 的符号与量六 6)( x -&) 的符号相同. 

由此得出，当六 6 ) < 0时，方程( I 4 )的平衡位置6是稳定的，而当/⑼ > 0时，它是不 
稳定的. 

2. 我们考察方程 

i = /0)， (17) 


其中 / Oc ) 是周期函数,且有连续的一阶偏导数.为了确定起见，我们假设它的周期等 
于 2 tt . 在例1中关于方程 ( I 4 ) 所谈到的一切结果对方程 (17) 来说仍然是正确的，因 
为方程 (17) 是方程( I 4 )的特殊 情形. 但是考虑到方程( I 7 )的特殊性（函数/⑻的周 
期性)，不把方程 (17) 的相空间看成直线而把它看成是半径为1的圆周 A ： 更为合适， 
在圆周上选取某个计算起点 O 以及绕行方向（例如,逆时针方 向). 将每一个数: r 与圆 
周 K 上的点 C 相对应，点纟是圆周 K 上从计算起点开始沿逆时针方向且弧长为$的 
弧线端点（图1 9 )_这时所有的数 z + 为整数）都对应于圆周上的同一个点 f 

由于 /( a ; + 2 A ：7 r ) = f ( x ), 因此可以令 /( 0 = f ⑻， 从而函数/就定义在圆周 x 上 


了. 现在方程 (17) 给出了点$沿圆周 欠的 运动,如果 a:(t) 是方程 (17) 的某个解，那么 
与数; r ⑷对应的点就沿着圆周 K 运动.如果^是圆周 if 上使得 /( a ) = 0 的点， 

的 解冲) ，而 a 就是方程 (17) 的平衡位置 • 为了简 


那么方程 (17) 就存在使得《⑴ 

单起见，我们假设方程( I 7 )在圆周 K 上的平衡位置没有极 限点； 那么它的平衡位置 
只有有限多个或者连一个都没有（图 M ). 平衡位置将圆周分成有限的区间组 2 .如 
果连一个平衡位置都没有，那么组 S 就只含一个 “ 区间， ，(圆 周）如果只有一个平衡 
位置 a ， 那趙⑽欺有-个_， 它_社除了点1之^—切^成 g 
种情形，区间根本没有 端点； 在第二种情形，它的两个端点相 重合. 令/为组 s 的 
某个区间，$⑷是方程( I 7 )以0,邱为初始值的解， 以及心 为区间/ 中与; 应的点 
解刪总是对所有的（值都有定义，而点汹属于区间 /. 如果区间/有 （一个 或者^ 
个) 端点，那么点在区间/上沿确定的方向 运动， 而且区间/上的每一点都由解 《⑷通 
过一次.如果区间/就是整个圆周，那么从位置&出发，点经过某段时间 r 又回到原 


来的位置，因此 ao ) 




在这种情况下，€⑷周期地依赖于数〖，其周期为 t . 方 
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程 (17) 与运动（⑷相对应的数值解: r ⑷满足条件 


x(t-^T) =x(t)±2n. 

从这个例子看出，方程组的相空间并非总是要理解为欧几里得坐标空间，而有 

时必须看成较复杂的几何图像.在下面的例3中,我们将遇到比这个例子更复杂的情 
况. 

3. 我们考虑方程组 


^ = f l ( x \ x 2 ),i = 1,2, (18) 

其中函数户 ( d ，岣是关于两个变量以 2 tt 为周期的周期 函数： 

f i ( x l ^2 k 7 r i x 2 + 2 l 7 r ) = f { x \ x 2 ) ， i = 1，2 . 

与通常一样，假设函数/如 1 ，/)连续,且有一阶连续偏导数.由于函数 

周期性，认为方程组（ I 8 )的相空间不是平面，而是更复杂的几何图像，即圆环面或者 
通常所说的环面(图 2 1)，是合适的，我们来描述这个曲面_ 

在以 A y ， z 为笛卡儿坐标的三维欧几里得空间中，我们在 z ) 平面上选取以 

点( 2 ,0,0)为中心，半径为1的圆周 A ：. 在这个圆周上取坐标为 (3,0,0) 的点作为计 

算起点，那么对于每个数 IT 1 ， 以圆周 K 上的点 P 与它对应（参看例 2). 现在我们 

于 ㈨ 2/，4空间中绕着 z 轴旋转 Ocy ) 平面，这时圆周 K 旋转后所描绘的曲面 p 就是 

一个 环面. 令 P 为圆周 if 上的某一点.由于旋转 Or , 2) 平面一个用弧度计算的角 

度; r 2 , 其结果是点 f 转移到环面 P 上的某一点 〆 图 u ). 如果进行旋转的不是角 

度; c 2 弧度，而是角度 a ; 2 + 27 T 弧度，那么我们也转移到环面户上的同一点 p . 因此环 

面上的点 p 就由两个循环坐标疒，唯一确定，而且每一对循环坐标对应着环面上 

一个完全确定的点.于是我们看到，可以认为函数尸(: r 1 , 2 ) 不是给定在平面上而是 
在环面 P 上： 

ne,e) = nx\x 2 ). 
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图21 


现在令 re 1 ⑷， X 2 ⑷为方程组 (18) 的某一个解.将每一组数 x l ( t ), x 2 ( t ) 与循环坐标 

e ( t ), e ( t ) 建立对应之后，我们就得到环面尸上的点 ( p ⑷,⑷ ). 因此方程组 （18) 

的每一个解 x i ⑷，⑷都可以用点沿环面的运动来表示，而且在每一时刻的运动规 

律是由环面上的点 ( P ⑷， p ⑷)来确定，这一点就是轨线在该时刻所经过的点.这就 

说明了函数是如何定义在环 面上. 于是整个环面尸就由轨线所布满，从而 

每两条轨线或者不相交或者重合_特别，如果轨线本身相交，那么它或是闭轨线或是 
平衡位置. 

不把方程组 (18) 的相轨线描绘在平面上而画在环面上，反映了方程组 (18) 的特 
殊性（函数尸的周期性)，也便于对它进行研究. * 

4 .自治方程组 


的每一个解都可写成 形式: 


: r = r cos ( u)t + a ) , y = r sin(ixjt + a ), (19) 

其中 r 和 a 为常数.在变量(，: r ，^ /的三维空间中，当 r # 0时方程组 (19) 确定了一根 
螺旋线，而当 r = 0时是一根直线 （ BIU 轴). 

在变量 Ay 的相平面 S 上，当 r / 0时同一个方程组 (19) 确定了一个圆周，而 

当广= 0时是一个点（平衡位置).将 空间丑 中的曲线转变成平面 5 上的曲线^用 
沿 t 轴方向的射影来实现的. 

5. 非自治方程组 

x = 1, y ~ t 


§ 16 . 常系数线性齐次方程组的相平面 

的每一个解都可写成 形式： 

* 

x — y = ^t 2 + b , (20) 

其中 (!和 6 是常数.从一般理论（解的唯一性）知道，在变量的三维空间丑中由 
方程组 (20) 确定的两条曲线或者不相交或者重合.为了得到在变量: r，j /平面 S 上用 
方程组 (20) 确定的射影曲线,应当从方程组 (20) 消去 t . 消去 t 之后我们 得到： 

I 

2/ = -(x — a) 2 + &• 

这个方程在 ： r 平面上确定了一根顶点在沁， 6) 处、其轴沿着 z 正半轴方向的拋物线. 
对于一根以点为顶点，而另一根以点(勿，6 2 )为顶点的两根抛物线，只有在 

«1 = 0>2， h 爹 b 2 的情况下才不相交.如果 M # <12,那么对应的抛物线就会相交 

(于一个 点). 产生轨线相交是由于原方程组是非自治的.所以在非自治方程组的情 
况下,要在 X 2/平面上描绘解是不适当的. 

§16. 常系数线性齐次方程组的相平面 

本节将在相平面上构造方程组 

| i 1 = a\x l + a\x 2 , 

\x 2 ~ a\x l + a^x 2 

的相轨线，或者也是用实常系数 < 方程的向量形式 

x = Ax ⑶ 

之下给出轨线.这时我们必须分析一些不同的情况，因为方程组轨线的相图本质上 
依赖于系数的值. 

应当注意，坐标原点(0,0)总是方程组 (1) 的平衡位置.这个平衡位置是唯一的， 
当且仅当矩阵 ( aj ) 的行列式不为零,或者同样地，这个矩阵的两个特征值都不为零 . ’ 

我们假设矩阵 A 的两个特征值是实的、不相同的且不等于零.于是从§14的结 
果（定理 10) 得出，方程( 2 )的任意实解都可以写成 形式： 

x = c l hie Xlt -f c 2 h 2 e X2t . ⑶ 

这里 Zii 和心是矩阵4的实的线性无关特征向量; Ai 和、是它的实特征值，而 c i 和 
c 2 是任意实常数.我们对基 (M ， fc 2 ) 展开解 (3) ， 并令 


x + ^ 2 h 2 ； 


( 4 ) 


- 90 ‘ 


第二章常系数线性方程 



图22 


于是我们有 

= c 1 e Alt , = c 2 e Aat . (5) 

一般来说，方程组 (1) 在相平面 P 上的坐标纟 1 ，〗 2 并不是直角坐标，因此我们要把相 

平面尸用这样的方法仿射地映射到辅助平面上，使得在这个映射之下，向量和 

变成平面上互相正交且分别沿着横轴和纵轴的单位向量（图 22). 平面 P 上的 

点出= pm + eh 2 在这个映射下变成平面 />* 上笛卡儿直角坐标为 cP 的点.于是 

在平面 P 上由参数方程 (5) 给出的轨线，就变成在平面尸*上的直角坐标下由同样方 

程给出的轨线（我们也称它 为相轨线). 我们先画出在平面 P * 上由方程 (5) 给出的轨 
线，然后再把它们映射回到平面/>中， 

在平面 P * 上除了相轨线 (5) 之外，还有由方程 

= c l e Xlt , = c 2 e X2t ⑹ 

给出的轨线，以及由方程 

= - c l e Xlt , = c 2 e X2t ⑺ 

_ 

给出的轨线 • 轨线⑹是由轨线⑻关于横轴作镜面反射得到，而轨线⑺是 由⑸关 
于纵轴的镜面反射得到.因此上述的两种镜面反射保持平面上轨线的图形不变. 
由此看出，如果已经画出第一象限的轨线，那么不难作出在平面上的整个相图 

我们注意到，当 c 1 = c 2 = 0时就得到描写点在平衡位置 (0 , 0) 的运动；当 p = 
O’c 1 > 0 时，我们得到描写点在正半横轴上的运动；当 c 1 = o,c 2 > 0 时,我们得到描 

写点在纵轴 上的运动. 如果 A i < 0 ,那么描写点在正半横轴上朝^坐标原点的 
方向如果 Ai > 0,那么这个点的运动朝着相反的方向，即离开坐标原点的 
方向进行运动.在第一种情形，点无限地接近于坐标原点 运动； 在第二种情形 ，&无 
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限地远离坐标原点而趋向于无穷远.这对于描写点在正半纵轴上的运动也是同样正 

确的.如果 C 1 和 C 2 都是正数，那么在第一象限中进行运动的点就不会走出它的边界. 

下面，我们分别就几种与数 Ai 和久 2 符号有关的情况，对相平面进行更仔细地描 
述. 

( A ) 结点假设两个数 Ai * A 2 都不为零又有相同的符号，而且 

|Ai| < |A 2 |. (8) 

我们首先研究 

Ai < 0, A 2 < 0 

的情形.在这些假设下，沿正半横轴的运动指向坐标原点，沿正半纵轴的运动也完全 
一样，其次，在第 一 象限内部点沿任意轨线的运动都是渐近地趋向于原点，而且这时 
轨线与横轴在原点 相切. 当^趋于 - oo 时,在轨线上运动点的横坐标和纵坐标都无限 

增大，但是纵坐标的增长比横坐标增长快,亦即运动偏向纵轴方向进行.这种相图称 
为稳定结点(图 2 3( a )). 如果除了不等式⑻之外，还满足不等式 


^1 > 0 ,义2 > 0， 

I 

那么轨线仍旧和前面 一样， 但是沿着轨线的运动朝向相反的方向，我们称这种相图 

为不稳定结点(图 2 3( b )). 





⑷ ( b ) 

图 23 


( B ) 鞍点假设数\和> 2 有相反的符号•为了确定起见，假设 

* 

入1 < 0 < 入2 • 
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在这种情况下，沿正半横轴的运动走向坐标原点，而沿正半纵轴的运动离开坐标原 
点.位于第一象限内的轨线按其形状应理解为双曲线，而沿着该轨线的运动顺着横 
轴方向指向原点，顺着横轴方向离开原点.这种相图称为鞍点(图 24), 


e 



图24 

图 23 (a)，(b) 和图 24 给出在辅助平面上轨线的图形.在相平面 p 上轨线的分 
布可从这个图形经过仿射变换而得到，且与特征向量的状态有关（参看图25和26 ). 



现在我究当矩阵的特征值为复数畔情形在这种情况下，特征值是复共辄 

的，即可以表示为 A = p ^/和 X = M — 以，而且 " _ 0 .矩阵乂的特征向量也能^取 
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成共轭的，因此可以将它们表示成/ I 和瓦.令 



这里心和 h 2 是实向量.向量心和/1 2 是线性无关的，因为当它们之间是线性相关 

的情况下，我们就有在与 H 之间的线性相关性.于是可以取向量&和/1 2 作为方 
程 (2) 在相平面尸上的基. 

方程 (2) 的任意实解可以写成形式： 


x = che xt -\-che xt , (9) 

其中 c 为任意复常数.设 

C = + K 2 = ce xt ; 

于是我们有： 

= ^hi + 《 2/^2 • 

我们把相平面尸仿射地映射到变量 （ 的辅助平面 />* 上， 使得向量 的端点变 
到1，而向量心的端点变到 《• ;于是向量^% 就对应于复数 （ = . 由 

于这个映射，相轨线 (9) 就变成在平面上由方程 


C = ce At (10) 

P 

所描写的相轨线. 

( C ) 焦点和中心我们将方程 (10) 重新写成极坐标的形式,为此令 

C = pe t<p , c = Re ia • 

于是我们 得到： 

P = Re^ , 9 = vt 十 a\ 

这是点在平面 P * 上的运动方程.当^一 0 时，每条轨线都叫 做对数螺线. 

、在平面尸士对应的图像称为焦点.如果 " < 0,那么当《增大时，点沿对数螺线 
渐近地趋于坐^原点 • 这就是稳定焦点(图 27( a )). 如果 /i > 0,那么点离开坐标原 
点而趋于无穷远，我们有不稳定焦点(图 27 ( b ) )_ 如果数〃等于零，那么除了平衡位 
置(0,0)之外,每条相轨线都是闭的，我们就称这样的图像为中心(图 28). 




囹 27 

图 2 7和 28 给出了在辅助相平面中的 图形； 在平 

面 P 中图形仿射地变形了（例如见图29和 30). 

以上我们讨论了所谓的非退化 情形： 根 Al 和 

入 2 不相等且都不等于零.矩阵的）元素的小变动并 

不改变这些命题中相轨线的一般性态但是中心结 

构的情形除外，当矩阵(^)的元素有微小变动时，等 

式# = 0可能被破坏，而中心变成稳定的或者不稳定 

的 焦点. 其他的退化情况将在例题1和例题3中讨 
论. 


1 •(退化 结点）如果方程组 ( 1 ) 的矩阵 4 只有一个特征值 A , 那么可能有两种实 

质上不同的情形，当对它们进行讨论时，我们将以>1来表示对应于矩阵4的线性变 
换. 

情形 I. 在平面 P 上存在由变换 A 的两个特征向量组成的基~ ，心： 

Ah\ = Xhi , A/i2 = A /12 , (11) 

情形 II . 在平面 P 上存在这样的基/^〜使得 


Ah 




Ah 


A/^2 + h\ . 


( 12 ) 


由 f 理 30 直接得出形式为(11)，(12)之一的基的存在性，但是在此我们直接证明这个 
事头.令~为变换4的特征向量，而心为任意一个不与/^共线的向量于是我们 
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有: 


Ahi 


Afc ! ， 


Ah 


och\ -f- 


由此看岀，在基 / n , fc 2 之下，变换 A 有矩阵 


A 


a 


0 




因而它的特征值为 A 和//，所以 A 


如果 



0,那么对于基 / lh /12, 关系式 （11) 


成立. 如果 a # 0,那么把向量心换成与它共线的向量 a /^， 我们就得到满足条件 
(12) 的基 


直接验证，在情形 I 之下方程 (2) 的通解可写成 形式: 



^ hie ^ + c 2 h 2 e M 


xoe 


At 


(13) 


显然，这个解有初始值 (0，® o ) 


当;^ 0时，每个解描绘出一根从坐标原点出发的半 


射线*当 A < 0时，朝向坐标原点进行运动 31( a )) ，•当 A > 0时，运动离开坐标原 
点（图 31( b )) ;关于 A = 0的情形，可参看例题3 . 、 

对于情形 II 也能直接验证方程 (2) 的任意解有形式： 


X = 


c x hie xt ^- c 2 { hit + h 2 ) e xt , 


把这个解关于基 h u h 2 展开成形式 
关于基~ ，心 的 方程： 





作2 之后，我们得到轨线在平面/>上 







<? t ) e xt , 





(?e xt . 


(14) 
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⑷ ( b ) 


图 31 

从相平面尸变到相平面的仿射映射，把向量和/1 2 变成平面上沿坐标轴方 

向的互相正交单位向量，把平面 P 的轨线变成平面尸*的轨线，在平面 P * 上方程 （14) 
也给出在直角坐标下的轨线. 

我们来分析 A 一 0的情形 （A = 0的情形见例题 3). 在这种情况下，我们考察充 
满平 面尸的 轨线. 

—首先从方程( I 4 )看出，如果同时改变 e 1 和 c 2 的符号，那么就得到了平面 P * 关于 
坐标原点的对称变换，它把轨线变成 轨线； 因此只要考虑充满上半平面的轨线就够 
了•当 c 2 = 0, c 1 # 0 B 寸，我们得到两条 轨线: 一 条是当 c i > 0,另一条是当< 0 .第 

一 条与正半横轴重合，第二条与负半横轴 重合; 沿着它们的运动都指向坐标原点.其 
次考虑当 c 1 = 0, c 2 >0 时的轨线.我 们有： 

eWk' = (15) 

当 f = 0时，我们得到在纵轴上的点 (0, c 2 ). 当〖从零增大时，点开始向右运动，然后 

⑦左，但在所有时间都朝下垂向坐标原点，并沿着与正横轴相切的轨线而接近于坐 

标原点.当^从零减少到 - CO 时，点向左运动，同时向上弁起，但是向左快于向上，因 

此它运，的一般趋势是朝着负横轴方向.如果在方程 ( 1 S ) 中让 C 2 取遍所有正值，’那 

么这样画出的轨线就充满了整个上半平面（图 32 ( a )). 这时我们有稳定的退化结点. 

巧果 A > 0,那么轨线就由上述图形经过关于纵轴的镜面反射而得到（图 32 ⑼)，但 

沿着它的运动却朝相反的方向进行，亦即离开坐标原点.这就是不稳定的退化一^ 
在图 33( a ),( b ) 上表示岀平面 P 中的相轨线. ” 

2 - 我们考虑常系数二阶线性齐次方程 


£ -h ax + bx — 0. 

按照§4中所说的方法，用标准方程组代替这个方程之后， 我们 得到: 

{ i = y , 

V — -bx - ay • 


(16) 

( 17 ) 
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图 32 




( b ) 


图 33 


把方程组( I 7 )的相平面看成方程( I 6 )的相 平面. 直接验证即知，方程组 (17) 的特征 
多项式与方程 (1 G ) 的特征多项式是一样的，即等于 


p 2 + ap + 6 _ 


(18) 


于是如果多项式 ( IS ) 的根是复数，那么方程 (16) 的相平面就出现焦点或中心 •我们 
讨论当多项式 ( IS ) 的根都不等于零、且为不相同实根时的相平面. 


设 A 是多项式 (18) 的根，而 A 
(考虑到方程组 (17) 的形 式）： 


( A 1 ， A 2 ) 是与它相对应的特征向量.于是我们有 


h 2 = Xh 1 ， 

因此对应于特征值 A 的特征方向由方程为 


y = \x 


的直线确定;我们称它为特征 直线 . 
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如果根 Ai 和、都是负的，那么我们有稳定结点(见 ( A )). 这时两条特征直线经过 
第二和第四象限，在坐标原点附近的轨线切于位置靠近横轴的那条特征直线（图 34). 
如果根；^和久 2 都是正的，那么我们就有不稳定结点(见 ( A )). 两条特征直线经过第 
一 和第三象限，在坐标原点附近的轨线切于位置靠近横轴的那条特征直线（图 35). 



图34 图 35 

如果根 Ai 和 A 2 有不同的符号,那么我们就有 鞍点; 一条特征直线经过第二和第 

四象限，而另一条经过第一和第三象限.轨线沿第一根直线的方向接近于坐标原点, 
而沿第二根直线的方向离开坐标原点 （图 36 ). …’ 

3 • 最后 i 寸论 矩阵乂的特征值中至少有一个等于零的情形. 

情形 I . 只有一个特征值等 于零： 


入1 # 0, 


入2 




0 , 


这时，解可以写成形式⑷，其中和 f 2 由公式 (5) 给出.因为 A 2 


数，而沿着直线之 2 


0,所以 f 



常数的运动是随着数 Ai 符号的不同而朝向直线 = 0或者背 
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离直线进行.直线纟 1 =0上所有的点都是平衡位置（图 37). 

情形 II . 如果只有唯一的特征 值> 1 = A 2 = 0,那么可能出现在例题1中考虑 
的两种情形. 

情形1•(见 (11 )，A = 0). 通解写成形式（见 (13)) : 

X = Xq. 

这种情况只有在方程组 （1) 所有的系数都等于零时才 发生; 这时平面尸上的每一点 
都是平衡位置. 

情形2 .( 见 (12) ; A = 0). 通解写成形式(见 (14)) : 

™ C 1 + c 2 t ,= C 2 • 

沿着每一条直线 P =常数的运动都是匀速地进行 • 直线 P = 0上的每一点都是平衡 
位置（图 38). 



图38 
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在这一章我们要讲述线性方程理论，首先讲述 n 阶标准方程组，然后是一个 n 
阶方程式.几乎所有关于一个方程式的结果，都可以从标准方程组相应的结果推导 


岀来.本章的第三节专门用来讨论周期系数的标准齐次方程组.这里的主要结果是 
关于经过变量的线性周期变换可能把周期系数标准方程组化成常系数标准方程组的 
李雅普诺夫定理.后面，这个结论在稳定性理论上有重要的应用.它的证明很简单, 
但是要依靠不是很初等的矩阵函数论.这一理论并不属于常微分方程理论的范围，但 
为了读者方便起见，将在本书的附录 II 中讲述.本章的第三节 （§19) 用到了矩阵分 
析，因此并不是初等的. 


§17. 标准线性方程组 

这里将考察变系数的标准线性方程组 


f = [a) ⑴ ⑷， i = l ， … ， n. (1) 

j—1 

■ 

我们注意到，如果 qi <t < q 2 是方程组⑴的系数 a \ ( t ) 和自由项以⑷的存在和连 
续的区间，那么根据定理 3 ,方程组⑴的每个解都可以延拓到整个区间 qi < t < q 2 

上.下面我们就认为所讨论的每一个解都给定在这个区间上，并且所考虑的〖值也 
属于它. 
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基本解组 • 

首先讨论齐次方程组 

71 

^ = ^2a)(t)x j , i = l ，一， n ， (2) 

或者在向量的记法下， 

x = A { t)x . (3) 

( A ) 我们来建立方程 （3) 的一些最简单 性质： 

1°如果 ; r = #⑷是方程⑶的解，它当某个值化时成为零： 

冰 0) = 0, (4) 

那么这个解恒等于零 

^( t ) 三0 ， q x < t < q 2 . 

2°如果向量函数 

# 1 ( 0 , 92 ⑴， …， ^r{t) 

都是方程 （3) 的解，那么向量函数 


= C 1 (p 1 (t) + . . • + C r ip r (t) 

也是方程⑶的解，其中 c v .. ， y 是任意常数. 

性质 2 °可以直接 验证. 性质1。从下面的事实 推出： 恒等于零的向量 x = 0& 

然是方程⑶的解，因此在1。中给定的解 f ⑷和这个解有共同的初始条件⑷，从 
而应当与它完全一样. 

( B ) 设 

91 ⑴， V >2 ⑷，… (5) 

是方程⑶的一 组解. 如果存在不同时为零的常数 C 1 ， …，使得 

cVi ⑷ + .. • + c r A ⑴三 0 ， 

那么就称这组解是线性相关的.在相反的情况下，方程（ 3 )的解组 （5) 就称为线性无 
关的.于是，只要对一个 f =化的值，向量 


<P 2 (t 0 ), … ， (f r (to) ( 6 ) 

是线性相关的，那么解组（ 5 )就线性相关_换句话说，如果解组（ 5 )线性无关，那么向 
量组 （5) 不论对哪个 i 值都不可能会线性相关. ’ 
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我们来证明这件事.假设向量组⑹是线性相关的，也就是 

cVl (^ o ) + ••* + C r ¥? r ( t 0 ) =0, 

其中常数 C 1 ， …， ^不全为零，令 

<p(t ) 二 C l ^Pl(t) + …+ C r (p r (t). 

由命题 （ A )， 向量函数々⑷是方程⑶ 的解. 由同一命题 （ A )， 这个函数恒等于零，因 
为它在点 i h 等于零. 

现在我们转到对线性齐次方程组来讲是最重要的基 本解组 概念的定义. 

( C ) 对于方程 （3) 的一组解 

#1(勿， fP 2( t ), •，•，_), (7) 

(这里 n 是方程组⑶的阶数)，如果是线性无关的（见 ( B ))， 就称其为基 本解组 .可 
以证明：1。对方程⑶总存在基本解组，以及 2 。如果⑺是方程 （3) 的基本解组，那 
么方程 0) 的每一个解#⑷都可以表示为 形式： 

9 ⑷= c l (fi X {t) + …+ c n (p n (t), ( 8 ) 

其中 c 1 ， …，/是适当选取的常数（对于常系数线性方程组的基本解组已在 §14 中 
作出) • 

我们首先证明方程 （3) 基本解组的存在性.设 


a i ， 叱， …， a n 

是任意的线性无关常向量组（这里的 n 是方程组⑵的阶数 )• 我们按照初始条件 


^Piito) 




i = 1， 


• 蠡 


n 


来确定解⑺，其中&是尤的某个值.因为按照假设，向量 < p 刺 ，… ，(^⑹是线 

性无关的，所以根据命题 （ B )， 解组（ 7 )也是线性无关的，也就是说，它们构成了基本 
解组， 


其次我们来证明，每个解#⑷都可以表示成形式 （8) ■设 m 是时间〖的某个值. 
由于解组⑺是线性无关的，所以向量 灼⑹， …，％⑹也是线性无关的（见⑻）， 

又因为它们的个数等于所讨论向量空间的维数，所以它们构成这个空间的基因此 
向量可以写成 形式： • 


¥>( 亡 0) = ^<Pi(to) + . ■. + c n ^? n (i 0 ), ( 9 ) 
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现在我们转到所得事实的坐标描述，并建立其他的一些结果. 

(D) 设 

■ 

,<Pn(t) (10) 

是方程 （3) 的某组解.解 ip k ( t ) 在坐标形式下写为成 

外⑴ = (咖) ，… ，⑹ ⑷). 

现在构造矩阵 

[ … 咖 )… it) 1 

W ⑷ … ㈣⑷… 

::: h ⑼ 

|_ 碑⑷ … 邱⑷ …^ (t) J 

它的第 fc 列是方程组（ 2 )的解或者确切地说是 < p k ( t ) 的坐标 • 把这个矩阵的 
行列式记为 Wit ); 并称它为解组 （10) 的 朗斯基 ( Wronsky ) 行列式，显然，如果解组 

(10) 是线性无关的，那么就没有一个 f 值能使朗斯基行列式研⑷成为零.这时，解 
组 p 0) 就是一个基本解组.其次,如果解组 （10) 是线性相关的，那么朗斯基行列式 
就恒等于零.在解组 （10) 是基本解组的情况下，我们就称矩阵 （11) 为基本 解阵. 

我们现在证明，一个由变量 i 的函数构成的任意给定 n 阶方阵，在满足一些很 
自然的条件下，必定是某个形式方程组 （2) 的基本解阵. 

( E ) 假设矩阵 （11) 是任意给定的变量 f 的函数矩阵，它在区间 < t < q 2 上 
连续可微，而且其行列式在这个区间上无处为零.可以证明，这个矩阵 （11) 是某个 
(唯一的）方程组（ 2 )定义在区间 qi < t < q 2 上的基本解阵. 

为了证明这个结果，我们用式子写出 命题: 其坐标构成矩阵 （11) 第 yfc 列的向量 
函数外⑷是方程⑶ 的解. 于是我们有 


= ⑷， …， n . (12) 

J = 1 

如果在这个关系式中把指标 i 固定，只变动指标 fc ， 那么所得到的一组关系式可以看 

成是关于未知的 a iW >*** 的线性代数方程组.这方程组是唯一可解的，因为 

它的系数矩阵是由矩阵 （11) 转置得到，因此它的行列式不等于零 ■于 是，对^个固 

定的 i ， 从关系式⑽唯一地求出函数⑷，而且它们是连续函数，因为函数此⑷ 
和 < PW ) 都是连续的. 叭) 


刘维尔 (Liouville) 公式 

在证明命题 （ G ) 时我们需要行列式的求导 规则. 我们在此给出. 
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( F ) 设⑹是 n 阶方阵，它的元素是变量6的可微函数，又令 W ( t ) 是这个 


矩阵的行列式.这个行列式的导数 w { t ) 可以用下面公式 计算: 


W { t ) 




叭 W + 


• •攀 


+ Wn ⑴. 


(13) 


等式右边的第 i 项 Wi ( t ) 用如下方法 确定： 在矩阵中对 t 求导第 i 行的所有 
元素，而其余各行保持 不变; 所得到矩阵的行列式就是 Wi ( t ). 显然，行与列的位置可 

以互换. 

^为了证明公式（ I 3 )，我们首先把 n 阶方阵 （ uj ) 的行列式 [/ 看成是这个矩阵所 
有元素< ( i ， i = l ,_..， n ) 的函数，且认为这些元素都是自变量.计算函数 C / 关于 


1， 


变量 



r 

s 


的偏导数 


dU 

喊’ 


这里 r 和 s 是固定的.用来记矩阵叫 ） 中元素 wj 的代数余子式，因此有 
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U 





VI 


(14) 


㉟ 此给出^等 ssr 开式.由于代数余子式 w 无 


dU 

dui 


V r a 


(15) 


如果令 



4⑷，那么我们就有 C 7 


于是由公式 （15) 我们得到 


W ( t ). 把 W ( t ) 看成复合函数对 i 进行求导， 


W ( t ) 


E 


dU 


dul 


r 柳) 






n 


n 


E 




■ ■ 


» * 
^3 


因为显然有 


n 




聯）， 


所以公式 （13) 得证. 


现在转到证明所谓的刘维尔公式， 

( G ) 设是方程 （2) 基本解组的朗斯基行 列式; 于是公式 


W { t ) 




W ( to ) exp 



t 


S ( r)dr 


成立’其中 *5(0 是矩阵 4 ⑺的迹（即主对角线元素之和） 

邓）= a \( t ) + ⑷ + …+ aJJ ( i ). 


(16) 
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为了证明公式（16)，我们来推导朗斯基行列式所满足的微分方程. 

我们利用公式 （13) 来计算这个行列式的导数 W ( ty 为了用更容易理解的方法 
来进行计算，我们把矩阵 （11) 的行看成向量，即令 

/⑷ = ( 郝)， …， <⑷)， i = 1，…，打. 

关系式 （12) 现在可以写成 形式： 

f ⑷= 4⑷ X 1 ⑷ + ... + 4⑷ x n W • (17) 

这个关系式说明矩阵 （11) 第 i 行的导数是同一个矩阵各行的线性组合.因此，在计 
算行列式呢⑷时，我们应当把行列式 W ⑷的第 i 行换成这个行列式各行的线性 
组合（ I 7 ).因为把其他各行的倍数加到给定的一行时，行列式的值不变,所以行列式 
Wi ( t ) 从以4⑷乘行列式 W ⑷的第 i 行而得到，因此我们有 

Wi ( t ) = ai ( t ) W ( t ) t 

于是由公式 （13) 我们得到 

W ( t )= S { t ) W ( t ). 

这个方程满足初始条件 

wm = t 0 = w ( t Q ) 

的唯一解就是 (16). 因此刘维尔公式得证. 

常数变易法 

我们现在转到非齐次方程组的研究. 

设 

y = M^)y + b ( t ) ( is ) 

是非齐次方程组 (1) 的向量写法，且令 y =珍⑷是这个方程的某个解.除了方程 （18) 

之外，我们还考察对应的齐次方程⑶.从§ 6 中的命题立即得出，方程( 18 )的任一个 
解都可以写成 形式： 

y =抑)+轉 ) ， 

其中 pW 是方程( 3 )的任一解.因此，求解非齐次方程 ( is ) 就归结为求解齐次方程以 

及求出非齐次方程的一个特解_于是我们将证明，在知道了齐次方程 (3) 的基本解组 
之后 ，可以 （借助于求积）求出非齐次方程的特解. 

(H) (常数变易法）设 

#1(0,… ，¥>nW 
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是齐次方程 （3) 的基本解组.我们要找出方程 （18) 形式为 

V = c 1 ⑷ #1(0 + . • • + c n { t )( p n ( t ) (19) 

的解,其中系数是 f 的未知函数.把 j / 的这个表达式代入方程（18)，即得 

+ ... + c n ( t ) ip n ( t )^ c l ( t )< p x ( t ) + . • . + C n (t)ifi n (t) 

= + .. • + C n { t ) ip n { t )) + b { t ), 

由此并注意到是方程⑶的解，我们得到 


+ ... + c n (t)<p n (t) = b(t) . (20) 

由于妁⑷ ，… ^ n { t ) 对每一个 f 值都是线性无关的向量，因此量⑷，… ，^ 1 ⑷由 

关系式（ 2 0)唯一确定，从而量 c 1 ⑷,… ， c n ⑷可以通过求积求出.关于 〆 ⑴，…, 
c n (t) 的方程 (20) 在写成坐标的形式时有形状 

n 

= b l (t), i=l ，〜， n. (21) 

J =1 

(I) 设少⑷ = 的⑷）是方程⑶的基本解阵，它当 t = 化时为单位阵.于是非 
齐次方程（ I 8 )在初始值 t 0 l y 0 之下的解可写成 形式： 

I 

y = $⑷ (y 0 + 乂 (t)b(t) dt^j , (22) 

其中 1 ⑷是矩阵少⑷的逆矩阵. 

一直接 验证： 当 f =化时，公式 （ M ) 给出 j / =如.完全一样地，直接代人方程 （18) 

进行验证即知，公式（ 22 )给出方程 （1 S ) 的解.还可以用常数变易法推出公式 （22) , 
实际上，在向量形式下公式 （21) 重写成 


由此我们找到: 


^(t)c(t) = b(t ). 


啡）=屯 -1 ⑷6⑷或者 c(t) ^ J (t)b(t) dt. 

其次，公式 （19) 可以重写成 形式： 

2/^0 i = ,n, 

J = l 

或者在向量形式下为 

V = $(t)c ( 亡 ） . 


(23) 
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将关系式 （23) 中的 c ⑷表达式代人这个公式,我们得到： 

y = ^(t) J (t)b(t) dt . (24) 

于是，公式 （24) (从而还有作为它的特殊情形的公式 (22)) 就给出了方程 （18) 的解. 

线性方程组的矩阵记法 

在一系列情况下把方程 （3) 写成 矩阵形 式较为方便，这时未知量是方程 （3) 的 
基本解阵.这里我们给出这种写法. 

( J ) 设 （7) 是方程 （3) 的基本解组，于是 

Ot=l 

在矩阵形式下，这个关系式取 形式： 


杏⑷=>1(砂⑷， (25) 

其中杏⑷是基本解阵伞⑷=关于时间亡的导数，亦即本⑷=(朽⑷).因此， 
方程（ 3 )的基本解阵$(幻满足方程 (25); 而且，矩阵方程 


欠： 都 )X (26) 

的每一个解 X ( t ), 只要它的行列式不为零，就是方程⑶的基本解阵， （26) 式中的 X 

是未知矩阵.今后方程 （ M ) 的解都将只理解为这种满足方程 （ 2 6) 且其行列式不为 

零的矩阵 X ( t ). 显然求出矩阵方程（部）的一个解等价于求出方程⑶所有的解.我 

们注意到，如果 X =少⑷和 X = $⑷是矩阵方程（邪）的两个解，那么就存在这样 
的常数矩阵 P ， 使得 

$(《）= $(<)/>• ( 27 ) 

我们来证明最后的关系式 ，令 

企⑷ = (以⑷），朽⑷ = 0^)(0, …， <⑷）， 

$(尤)=(肖⑹， cpj ( t ) = 网⑷，…，哎⑼； 

于是 




(28) 


是方程 （3^ 的基本解组，而由于&⑷也是方程 （3) 的解，所以它可以由基本解组 


(28) 来表示,这样我们就有 


n 


Vj (0 = 
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把这个关系式重新写成数量形式，我们 得到： 

n 

(29) 

a~l 

关系式 （ 27 ) 就是当 P = ( p ” 时关系式 （ 2 9) 的矩阵写法. 

( K ) 在方程⑶中利用变换 

V = S ( t)x (30) 

引进新的未知向量2/,其中汐⑻ = (< ⑼ 是一个依赖于6的非退化矩阵.对于新未 
知向量函数2/的方程有 形式： 

V =(左⑷+邓 M ⑷ W — 1 ⑷ y ， (31) 

这仍然是类型 （3) 的 方程. 与向量变量变换 （30) 相对应的是矩阵变量变换（见 （ J )): 

Y ^ S { t ) X . (32) 

首先推导未知向量2/的方程 （31). 我们有 

(i 

V = ^(5( t )«) == S ( t)x -f S ( t)x 

= ( S ( t ) + 5( t )^4( i))x = (卽) + S ( t ) A ( t )) S ~ l ( t ) y . 

为了建立与向量未知量变换(加)相对应的矩阵未知量变换 （3 幻，我们把变换（ 30 )重 
写成数量 形式： 

n 

y % = ^2 (扣' 

Qc=l 

变换 （30) 使方程⑶的基本解组向量朽⑷ = (< ph m 按照公式 

n 

妁⑷ = [4 ⑴ 

a=l 

对应于向量 ■ = (_，••• ，柯⑷).因此方程 （3) 的基本解阵少⑷按照公式 

_ 

对应于方程 （31) 的基本解阵屯⑷，这就意味着矩阵未知量按照公式 （32) 进行变换 


例题 
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由命题 （ C ) 看出，为了求出方程⑶所有的解，只需找到它的基本解组，也就是 
它的 n 个线性无关解.我们来证明，知道了方程组 （2) 的一个非平凡解后，就可以把 
方程组 （2) 降低一阶,也就是把它归结为 n - 1阶线性方程组的求解. 

设 

是方程 （3) 的解，或者同样地，是方程组 （2) 的解，我们来求方程组 （3) 的形式为 

x = utp(t) + y (33) 

的解，其中 u 是未知函数，而2/是未知向量,我们将假设它的第一个分量等 于零： 

V - (0，汉 2 ，-. ， y n ), 

把公式 （33) 中的向量 a ： 代人方程（3)，即得 

+ + y = A(t)(mp(t) -f y ). 

f 

考虑到 p ⑷是方程 （3) 的解，由此得到 


^{t) + 2 / = A(t)y . 

用坐标形式写出这个方程，同时在所得到的方程组中把第一个方程分开写出 


n 







啦 V ， 


(34) 


j ^2 


n 


y 


i 







i = 2, 


♦ « 


*，n 


7=2 


(35) 


从方程 （3 4 ) 确定 i ， 并把所得到的值代入关系式 （35)， 即得 


n 


y 


% 


YM)y j , 


2，.*_ ，n 


j=2 


(36) 


其中 


m 


a ⑽-隸 H ⑷ 


把从 （34) 求 出的* 值代人 ㈣ 时，只有在函数^不等于零的区间上才 

2 ⑷，… ^ n { t )) 是方程组（邪）的任—个解，那么，再 


是可能的.现在如果岭⑷ 
从关系式 



n 







•⑷ 


3=2 
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借助于求积就得到了原来方程组 （2) 形式为 


的解. 


X = U(f(t) + 岭⑴ 


4 


§18. n 阶线性方程 

这里将考察 n 阶线性 方程: 


g/( n ) + ai{t)y^ n ~ 1 ^ + …十 a n (t)y = b(t ), (1) 

我们将假设其中系数叫⑷和自由项6⑷在区间 qi <t<q 2 上有定义且连续.在这 

里对方程⑴的研究将按照§ 4 中所说的方法把它化成标准线性方程组的思路来进 
行. 


基本解组 

( A ) 为了把方程 （1) 化为标准线性方程组，我们引进新的未知函数 

x 1 = y ， x 2 = y, …， x n = y( n 一， 

这些新的未知函数¥，..•，，满足线性方程组（见 §4，( A )) : 

X 1 = X 2 , 

/p2 

x n ~ l = x n ) 

±n = -anifyx 1 - an^i^x 2 - a x {t)x n b{t). 

将得到的方程组写成向量 形式： 



其中矩阵4⑴有 形式: 


士 = 4 ⑷； C + 6 ⑷， 



0 ... 0 

1 … 0 

0 … 0 

拳 . 

* • 

0 •. , 1 

—«n-2(0 … 



( 2 ) 


(3) 
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而向量6⑷按以下公式 确定： 

b(t) = ( 0 , 0 , … ， 0 , b(t )). 

方程⑴和⑵是相互等 价的； 也就是说，方程⑴的每个解 y = 桃 对应着方程 
组⑺的解 1 

x = <p(t) = 4 ⑷，…， # (n — ” ⑴）； 

反之,方程组 （2) 的每个解 

9 

x = if { t ) =( 〆 ⑷，办)，…，^ 1 ⑷)， 

对应着方程 （1) 的解 

y = /( t ), 

而且这个对应是一一对应 • 如果方程 （1) 的解0⑷和方程组 （2) 的解⑷在上述意 
义下互相对应,那么我们就记为 . 


分 ⑷# (p(t) • 

从方程 （1) 和（ 2 )的等价性，特别地推出方程 （1) 的每个解都可以延拓到整个区间 

gi < t <仍上（见定理 3 )，因此，今后我们将认为方程⑴的每个所考察解都定义在 
这个区间上，并且每个所考虑的 i 值也属于它. 

首先我们研究齐次方程 

y( n ) + ai(t)y^ n ~~ 1 ^ + • •. + a n (t)y = 0. ⑷ 

设 

士 = 乂 0 (5) 

是与它对应的方程组，它是用向量的记法写出的，其中矩阵4⑷由公式 （3) 确定 

( B ) 设 

01(02 ⑷， … (6) 

是方程⑷的某一组解.直接可以验证，函数 

= cVi (0 + • • • + ^ r A ( t ) 

也是方程⑷的解，其中 C 1 ,... ,c r 为任意常数.如果存在不全为零的常数 C 1 ... c r 
使得 ，， 

c Vl(0 + . _ • + C r 7pr(t) = 0, ⑺ 

那么就称解组 （6) 为 线性相关的. 可以证明，如果 


沪 1 ( 4 外 ⑷，…, <pr (t) 


⑻ 


.112 . 


第三章变系数线性方程 


是方程组 （5) 对应于解组 （6) 的解（见 ( A )): 


也⑷#的⑷，< =1 ， … ， r ， 

那么解组 （8) 线性相关（见 §17，( B )) 当且仅当解组 （6) 线性相关的. 

我们来证明这个事实.假设解组⑹线性相关，亦即关系式 （7) 成立.写下关系 
式 （7) 以及将它对 i 逐次求导至 n - 1次而得到的那些关系式，我们得到 


⑷十 •. • + c r = 0 ， 

C l/ lpi (t) + _ . _ + C r ^p r (t) = 0 , 


㊈ 尸一 1 )⑷ + … + c r # 一 D ⑷= o. 


注意到 

= C 0 i ⑷ ，切)，… ，必 1} ⑷)， 

我们看出，关系式 （9) 在向量记法下有 形式： 

cl( pi{t) + …+ c r (p r (t) = 0 ， 

9 


⑼ 


( 10 ) 


因此，在解组⑻各个解之间线性相关_反之，假设解组⑻线性相关，即关系式 （10) 

成立.在关系 （10) 中，用每个向量的⑷的第一个分量来代替该向量本身，我们就得 
到关系式（ 7 )，因此解组 （6) 线性相关. 

( C ) 如果方程 （4) 的解组 


矽 iW ， …， • (11) 

线性无关，就称它为方程 (4) 的基本解组(预先约定解组 （ n ) 中的个数就等于方程 

( 4 )的阶数).于是，方程( 4 )的基本解组存在，而且如果解组 （11) 是基本的那么方 
程⑷的每一个解都可以写成 形式： 


娜) 


C 1 妒 1 ⑷+…+ c r 


其中 C 1 ，... ，是为任意常数 • 由所述即见，为了求出方程⑷所有的解，只需找出 
它的基本解组•、（对于常系数线性齐次方程的基本解组已经在§ 7 和§ 8 中作出). 

我们首先证明方程（ 4 )基本解组的存 在性. 为此利用方程 （5) 基本解组存在的 
事实（见 §17，( C )). 令 


⑷ ’… ,<Pn(t) 

为方程 （5) 的基本解组，且设 

轉 )，… ▲⑷ 


( 12 ) 

( 13 ) 
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为方程⑷与解组（ I 2 )相对应的解（见 ( A )): 


飾 ）# i = 1 ， … ， n. 

由于解组 （ 12) 线性无关，所以根据 （ B )， 解组 （ 13) 也线性无关,因此它们构成基本解 
组.现在假设解组 （11) 是方程⑷的基本解组，且令解组 （12) 对应于解组 （11) .并 
且假设咍 ( t ) 是方程 （4) 的任意解，而^⑷是方程 （5) 与它相对应的解.由于按照假 
设，解组 （ 11) 是基本解组，即线性无关，所以与它相对应的解 （12) 也是线性无关的， 
亦即是方程 (5) 的基本解组.因此，由§17的命题 （ C )， 我们得到 

= cViW + …+ cVW) • 

在这个关系式中把每个向量换成它的第一个分量，即得 


矽 (t) = cVlW + …+ C n 7fi n (t). 


于是，命题 ( C ) 得证 • 

( D ) 称行列式 


W(t) = 


01⑷…矽 n ⑷ 

⑷…矽 n ⑷ 

• • 

♦ ♦ 

• 參 

Ho … 4 n — 1} ⑷ 


(14) 


为方程⑷的解组 （ 11) 的朗 斯基行列式 . 如果方程 （ 5) 的解组 （ 12) 与解组 （ 11) 相对 
应^见 （ A ))， 那么方程 （ 5) 的解组 （ 12) 的朗斯基行列式（见 §17, (D)) 与行列式 ㈣ 
相同; 这个事实可以直接看出.因此，对于组（ I 2 )的朗斯基行列式成立的命题对行列 
式 （ I 4 ) 也成立.根据§1 7 的命题 （ D) 断定，行列式 （ I 4 ) 或者在任一点都不等于零， 
或者^等 于零; 为了使得解组 （ 11) 是线性无关的，亦即为基本解组，其必要和充分^ 
件是行列式（ I 4 )不等于零.从 §17 中的命题 （ G ) 推出行列式 （ M) 的刘维尔公式为 


W{t) = W(t 0 )exp ai(r)drj . (15) 

它由 § i 7 的公式 （ ie ) 得到，这只要注意到，矩阵⑶的迹，亦即其对角线上各项之和 

等于 - ai ⑷.在下面的例题 2 中将给出公式 （15) 较简单的直接证明. 

( E ) 设 

+ ai{t)z^ n -f- ■ * * + d n (t)z = b(t) (16) 

是非齐次方程，并令 


J/( n ) + ai ⑴ y( n 工 )+ .. • + a n (t)y = 0 
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为与它对应的齐次方程.从 §6 中的命题直接得出，如果 X o ( t ) 是方程 （16) 的特解, 
那么方程 （16) 的任意解有 形式： 


z 


轉） + Xo (0> 


其中4⑷是方程 （17) 的解. 


常数变易法 


(F) 设 




« • • 




是方程 （17) 的任一基本解组，那么可以用如下形式 




c 1 (物⑷+ 


+ c n ( t ) ip n ( t ) 


求得方程 （16) 的解，其中函数 


(18) 


(19) 


⑷ 


作为如下代数方程组 


^ i ( t ) c l ( t ) + 






也晰⑷ + ••_ + _ W ) 




0 , 

0, 


4 n 


- 2 ) 


(伙 1 ⑷+ 


曇參 


* + ^ n ~ 2) (t)c n (i) 


4 n ^ 1] i ^ c 1 ( t ) + … + 此—”⑷，) 




0, 

m 


( 20 ) 


( 21 ) 


p 解而得到.因为方程组 （ 2 1) 关于未知量（ 2 0)的系数行列式是解组（1 8) 的朗斯基 
行列式，所以根据命题 （ D )， 它对每个 < 值都不等于零，因此从方程组 （21) 可以确定 


m 


(20), 再由它们通过求积即得我们所需要的 函数: 


c 1 ⑷， 


,c n (0- 


命题 （ F ) 的证明从§17中的命题 （ H ) 得出 • 也可以对它进行直接推导.我们来 

做这件事.假设对量 （20) 加上条件 （21)， 我们从公式 （19) 经过求导得到如下的关系 
式 * 


Z 


Z 




+ C n (^)^ n (i), 


z 


(n- 



c 1 ⑷矽卜 ”⑷ + … + c n ( t ) ^ 
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d c 1 (曾)⑻+ … + c ， i n) ⑷ 

十^ 1 - 1 々咖 1 ⑴ + …+ { t ) c n { t ) 

c l + * •• + c n (d ) ⑷ + 6( 亡 ) • 

把这些表达式代人方程 （ 16 )， 我们得到恒等式.因此，如果函数^⑷，…， W ⑷ 
满足关系式 （ 21 )， 那么函数 （ 19) 就是方程 （ 16) 的解. 


例题 

1,如果知道方程 （4) 的非平凡（即不恒等于零）的解 姆 )，那么这个方程的阶 

数可以降低一阶，也就是把求解原来问题归结为求解 n - 1阶线性方程.为此我们进 
行变量替换 

y = ^{t)v , (22) 

其中 t ; 是新的未知函数_我们现在证明，把（ 22 )代人方程⑷的左边后，其结果就 
导出关于 r 的方程 


其中 


bo ⑷ I ；⑷ + bi ( t ) v (n ~^ + …+ + b n ( t)v = 0， 


(23) 


b o ( t ) = 6„(0三0. (24) 

因为我们所有的研究都是对首项（即未知函数的 n 阶导数项）系数为1的 n 阶方程 

成立的，所以关系式⑻）必须用 bo ⑷=妒⑴来除，从而把方程 （23) 化为方程⑷只 
有在分⑷不成为零的区间内才能成立.令 


bj ( t ) 

矽⑷ 

并把未知函数 t ; 替换为新的未知函数 


= h ( t ) ， 


W = V ^ 

于是我们就得到 n _1阶方程 

^ (n_1) + ii 伽卜 2 ) 十 •. ^l n _ lW = Q _ 


如果这个方程有解 X ⑺，那么经求积我们就得到方程 （23) 的解 v 



而把求出的函数 t ； 代人（ 22 )就得到方程 （4) 的解 y 

( 22) _ _ _賦随满跋系式⑽ 


= 讽 t)v ⑻ + . •. ， 
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其中没有写出的项含有 t ; 的阶数低于 jfc 的导数.由此得出，方程 （4) 取形式（23)，而 
且 b 0 { t ) = 由于矽⑷是方程⑷的解，所以 t = 1是方程 （23) 的解.把解 v = 1 

代入（23)，得到 64) = 0. 因此，关系式 （24) 得证. 

2. 我们不依靠方程组的刘维尔公式(见 §17 中的公式 （ 16)), 来对一个 n 阶方 

程式的刘维尔公式进行证明.这时我们将利用在 §17 中给岀的行列式求导法则（见 
§17, (F ))， 根据这个求导法则，我们从 （ 14) 得到 

W { t ) =叭⑻ + …+ 聯)+ …+ W n { t ), 

其中 Wi { t ) 是将朗斯基行列式 W ⑷的第 i 行对 t 求导的结果.如果 i < „，那么求导 

第4行的结果,我们得到了与行列式 W ⑷的第 i + 1行完全一样的新第 i 行，因此我 
们有 

爪 ⑴=%⑷= * * — W n -i(t) = 0 . 

当求导第 n 行时，我们得到 

4 n) w ，…，豹) ’ 

由方程 P ), 它是行列式各行的线性组合，而且对于第„行的系数是 - al ⑷. 

由于在行列式 W n ( t ) 中存在着朗斯基行列式的第1行到第 n - 1行，所以在第 n 行 

的线性组合中的这几行就可以去掉，于是剩下的只是带有系数 - ai (0 第 n 行，因此 
对于朗斯基行列式,我们得到微分方程 

W { t ) - - ai ( t ) W ( t ). 

求解它，就得到刘维尔公式 (15). 

§19 - 周期系数的标准线性齐次方程组 

在 变系数线性方程中，周期系数方程起着特别重要的作用这一节要讲述周期系 

数标，线性齐次方程组的 一 些性质，对这类方程组引用的性质中其核心的性质是李 

雅普诺夫定理.与本书以前所有的讲述相比，这里对李雅普诺夫定理的证明不是很 
初等的.它依 靠矩阵分析， 其中必要的知识将在本书的附录 n 讲述.设 

X = A ( t)X ⑴ 

^以矩阵形式写出的标准线性齐次方程组 （参看 § 17 , （J)) 我们假设这方程组的系数 
是时间《以 T 为周期的周期函数，亦即矩阵 A ⑷满足 条件： 


+ r) = A(t) • 
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( A ) 对于方程⑴的任一个（矩阵的）解（参看§1 7 , （ J )) 

X = 中⑷ (2) 

总存在这样的（非退化）常数矩阵 C ， 使得 

屯 (t + r )- _C • 

我们称矩阵 C 为解（ 2 )的根本 矩阵. 如果 X = $( t ) 是方程 （1) 的另一个解，而6 
是它的根本矩阵，那么我们有 

d = p^cp, ( 3 ) 

其中 P 是某一个非退化的常数矩阵. 

为了证明矩阵 C 的存在性，我们注意到，除了解 （2) 之外，矩阵+ r ) 也是方 
程⑴的解.实际上， 

$(亡 + r ) = A(t + r)^(t + r ) = A ( t)^(t -f r ), 

因此，由 §17 中的公式 （27), 我们有 


其中 C 是常数矩阵. 

为了证明公式（3)，我们也利用§17中的公式（ 27 )•因为 $(() 是方程⑴的解， 
所以根据所提到的公式，我们有 ’ 

= 屯 (t)P • 

由此得出 

$(亡 + r ) = + t)P = ^(t)CP = $(t)P~ l CP, 

这就给出关系式 （3). 

( B ) 方程 （1) 与方程 

^ = B{t)Y ⑷ 

称为等价的，如果存在线性变换（见 §17，( K )) 


Y 


S(t)X ， 


程⑴变为方程（ 4 )，其中 B ⑷， S ⑷与 A ⑷一样，都是以 T 为周期的周期矩阵. 
可以证明，方程 （1) 和⑷是等价的当且仅当这两个方程存在具有同一个根 本矩阵 


的解 




m 
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我们来证明这个结论首先假设方程⑴和⑷是等价的.设又=少⑷是方程 
(1) 以 c 为根本矩阵的任 一解； 于是 r =屯⑴= sm ( t ) 为方程 （4) 的解，而且我 
们有 

+ r ) - S{t + r)^(t + r ) = S ( t)^(t + r ) = S ( t )^( t)C = ^( t ) C , 

因此，解 $( t ) 的根本矩阵 C 也是*⑷的根本矩阵. 

现在假设,方程⑴和⑷分别存在解 X = $⑷ RY = 屯⑷，它们有同一个根 
本矩阵 C ; 那么我们有 

企+ t ) = $(^)(7, + r ) = ^{ t ) C . 

用第一个关系式的逆矩阵 + == C - W - 1 ⑷从右边来乘第二个关系式，我们 

得到 

+ + r ) =屯⑷伞- 1 ⑷. 

因此，矩阵 


S(t)^ ( 5 ) 

是以 t 为周期的周期矩阵，而且我们有 


因为解$⑷和屯 (0 中的每一个都唯一地确定了各自的方程 （见 § 17 , （E) )， 所以从 
( 5 )推出方程⑷是由方程⑴经过矩阵为 S ⑷的线性变换得到的. 

从命题 （ A ) 和 （ B ) 看出，考虑准确到等价性的每一个形式⑴的方程（见（則， 
都对应着由准确到相似变换所确定的矩阵 C (见⑶).而且，矩阵 C 关于形状⑶’ 

的相似变换的所有不变量总体，构成了方程 （1) 由准确到等价性所确定的不 变量完 
全系 • 


应当注意，命题 ( A ) 和命题 ( B ) 中所谈到的 一切， 无论所考虑的只是实矩阵的情 

形，还是考虑到复矩阵的情形，都是成 立的. 在下面重要的李雅普诺夫定理（定理 12 ) 
中，我们将分开实的和复的情形. 


定理 12 每一个周期系教方程⑴都等价于（见 ( B )) —个常系教方程 


Y^BY : 

其中 5 是常数矩阵， （一 般来说，矩阵是复的 •） 如果在方程 （1) 中以 T 为周期的 

矩阵 4(0 是实的，那么这个方程，看成以訏为周期时，等价于常系数方程 

_ 

I 

其中历是实常数矩阵，而且把方程⑴变到方程公 = Blr 的变换 S ⑷也是 实的. 
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在证明定理12之前，我们先讲述以下命题 
( C ) 设 


Y 




BY 


⑹ 


是一个以矩阵形式写出的常系数线性齐次方程组，这里 S 是常数 矩阵. 于是，矩阵 


Y 


e 


tB 


⑺ 


(见§ 35 , （ D )) 是方程⑹的解_ 


为了证明⑺是方程⑹的解，把函数#写成级数形式.我们有 


e 


tB 


E tB H~ — 


f3 

4 护 + 


_ _ 


由此，我们得到导数 


d 




dt 


e tB = 


B(E + tB + + _ • •) 


Be 


tB 


定理 i 2 的证明 令 c 是方程 （ l ) 某个解 x 
题 （ D )， 存在矩阵尽它满足条件 




少⑷的根本矩阵.由§35中的命 


e 


tB 


C _ 


我们来证明，方程 （1) 和方程 


譬 

Y 




BY 


是等价的.事实上，根据命题 （ C ), 矩阵 F 


e 



⑻看成以 


T 


为周期的周期系数方程,那么解 F 


§35的公式 (20)) 


⑻ 

是方程 （8) 的解.因此，如果把方程 
= 的根本矩阵就是 C ， 亦即（见 


e 


(t-hr)B _ _ tB 


e e 




由于方程 （ l ) 和 （ 8 ) 对所考虑的解的根本矩阵完全一样，所以这两个方程是等 
价的（见 ( B )). 

因此，定理12的第一部分得证. 

现在假设乂⑷是实矩阵，中⑷是方程 （1) 的某一实解，且 C 是这个解的根本矩 


阵,因此 


+ r ) 






由于少⑷是实矩阵，所以 C 也是实矩阵.由 （9) 得知 


⑼ 


$0 十 2r) 




$(亡 + t)C = $ ⑷ C 2 • 


( 10 ) 


根据§35中命题 （ D )， 存在实矩阵历满足条件 


e 


2tBi 


c 2 . 
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我们来证明，当把方程 （1) 和方程 

Y^B X Y ( 11 ) 

看成以 2 r 为周期的周期系数方程时是等价的.事实上，矩阵是方程 （11) 的解, 
因此，如果把方程 （11) 看成以如为周期的周期系数方程，那么解 y = e 现的根本 

矩阵就是 C 2 . 由于方程⑴和方程 （11) 对所考虑的解的根本矩阵（见 (10)) 相同, 
所以这两个方程是等价的. 

于是定理12得证. 

( D ) 设 C 是任意的 n 阶方阵，其所有特征值的模都小于某一个正数 p . 矩阵 

的元素记为其中 m 为自然数，因此= ( m c 5). 于是存在与（乂 m 无关 
的正数 r ， 使得 

rcj|<rp- t (12) 

特别从此得出，对于任一向量 a ; ，有不等式 






P 


+ — + ••• + 



C 


P 


p m 


+ 


收敛.因为这个级数收敛，因此它所有的项都不超过某个数 r ，mmmwai a ?) 
这个数”可以选取为共同的.于是估计式 （12) 成立 ’ 

( E ) 令 


ir = A(t)x (14) 

为矩^方程 （1) 的向量记法，且 C 是方程 （1) 某个解少⑷的根本矩阵.矩阵 c 的 A : 
重特征值 A 称为方程 （1) 和方程（ I 4 )的重特 征数. 由于除了相似变换之外矩阵 
C 与方程⑴解企⑷的随机性选取无关(参看 （ A ))， 因此这里定义的方程 （14) 的特 
征数及其餓是不变#，娜 A (14) ^ k 麟赚， - InX 为方程 

T 
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(14) 的 A : 重特征指数.假设方程 （14) 所有特征指数的实部都小于某个数7,那么存 
在正数凡使得对于方程 （14) 的任一个解”⑷都有估计式 

\ ip ( t )\ ^ R \ ip (0)\ e ^ , 当亡 >0时 （15) 

成立.现在证明不等式 （15) .令少⑷是方程 （1) 满足初始条件$(0) - E 的解；于是 
方程 （14) 的任意解^⑷都可写成 形式： 

邱）=♦⑷ p (0). (16) 

把向量 （16) 代入方程 （14) 即可验证此式.其次我们有 

^(t -f r ) = ^( t ) C , ^(t + 2 r )=^( t ) C 2 , …， ^(t + mr ) = ^( t ) C m , ..._ (17) 

由于在区间 0 < h < r 上矩阵 ^( t x ) 的元素有界，所以存在正数 a , 使得 

|$( ii )®| ^ a \ x \ , 当时. (18) 

其次由于矩阵 C 的所有特征值按模都小于数^ 7 ,所以根据 （13) 对任意 向量; r 都 
有估计式 

\C m x\ ^ n 2 re Tm ^xl (19) 

成立. 现在令 t 为任意正数，我们来找出这样的非负正数 m ， 使得 

t — mr + t ly 0 ^ ^1 ^ r. 

由 （16) 和 （17), 我们有： 

<p(t) = ^(mr 4- ^i)^(O) = ^(tx)C m (p(0). 

按照 （18) 和 （19) 由此得到 

\< fi ( t )\^ an 2 re rrn ^\ ip (0)\. 

由于数 e t lT 当0彡 h 彡 T 时不小于某常数 c > 0,所以最后的不等式可以写成 形式： 


于是估计式 （ 15) 得证. 
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这里首先证明前面已经陈述过的存在和唯一性定理，即定理 1，2, 3. 其次，讨论 
解对初始值和参数的连续依赖性问题，如果方程中含有参数的话.先分析有固定初 
始值的解对参数的相依性，然后用一种十分简单的方法把初始值化为参数，因此，问 
题就归结为解对参数的依赖性.无论是初始值的情形还是参数的情形，都要证明解 
对于这些变量的连续依赖性和解对它们的可微性. 

在各种情况下遇到的只是所谓的整体性定理，而往往在教科书中提到的是一般 
碰不到的“局部性”定理.这是因为无论在理论本身还是在它的应用中，重要的只是 
整体性 定理; 局部性定理即使在较好的情况下也只是证明整体性定理的一种手段，而 
不会受到特别的注意.这里用到的词“整体的”与求积运算毫无关系.它只意味着不 
是在很小的时间区间上，而是“整体地”、“在全局上”研究问题的解，亦即考 虑不可 
延 拓的解 （见 §3，(A)). 由于这个缘故，这里专门用了一节 （§22) 来进行不可延拓解 
的讨论. 

除了这些内容以外，在这一章还包括了一节常微分方程组的首次积分，以及与 

首次积分概念有联系的一阶线性偏微分方程研究.这一节的结果，在后面的讲述中并 
不用到. 

§20. —阶方程式存在和唯一性定理的证明 

本节要对§1中定理1所讲的一个一阶方程 

X = f(t,x) (1) 

解的存在和唯一性给出证明，其中方程右端和它的偏导数# 一起在变量 to : 的平面 
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p 中某个开集 r 上有定义且连续.在下一节要进行的定理2证明比这一节的定理1证 
明要复杂，而且包含后者作为特殊情形.首先对一个方程的情况进行证明时，我有目 


的地说明这个证明的基本 思想. 这种思想在一般情况下由于过多的次要细节而显示 


不出来.本书用皮卡 ( Picard ) 的 逐次通 近法来对定理 1 和 2 进行证明，这个方法在分 

析中用于许多存在定理的证明_同时,这个方法也是解的近似计算方法，因此有很大 

的实用价值.在某些情况下，逐次逼近法可以解释为 压缩映射法. 这里我将用这样的 

办法来进行证明，使得能够显示出这两种方法的密切联系.这两个方法的差别将在 
证明定理3时显露出来. 


证明的基本思想 

用逐次逼近法证明定理1的第 一步， 是把微分方程化成积分方程，我们以单独 一 
个命题的形式来对它进行叙述. 


⑷令 


X 


#⑷是方程⑴定义在区间 n < t < r 2 上的某个解,故它满足恒等式 


公⑺ 




/( W ⑴)， 


⑵ 


并设 


冲 0) 




Xq 


(3) 


是这个解满足的某个初始条件_于是函数 p ⑷在整个区间 n < i < r 2 上满足积分恒 


等式 


V ?⑷ 


怎 0 + 



t 


/( r ， ( p ( r))dr 


to 


反之，如果对于某个连续函数 p ⑷在区间^ 

数 W ⑷可微，且是方程 (1) 满足初始条件 (3) 的解 
与初始条件 (3) —起的微分方程 (2). 


< t < 


• (4) 

2 上满足恒等式(4)，那么函 
简单地说，积分方程 (4) 等价于 


得: 


我们来证明这个命题.首先假设关系式 (4) 成立.将其中变量 i 换成它的值化，即 

、 ^(^ o ) - ^0- 因此，从⑷推出⑶. 其次, 恒等式⑷的右边显然对 （可 微, 所以左 
边对〖也可微.将恒等式( 4 )两边对（求导的结果就得到恒等式 (2). 

现在假设满足关系（ 2 )和（ 3 ).从积分下限(◦到上限《积分关系式 (2) ，我们得到 




冰 0) 



t 


f ( T ，( p ( r )) dr . 


to 


由于关系式 ( 3 )， 从上面的等式即得 (4) 式. 

于是命题⑷得证. 


我们现在引进一些下面在证明定理 i 时要用到的记号. 
(B) 设; r 


W ⑷是定义在某个区间 ri <《< r 2 上的这样的连续函数使得它 

=右部边位謚;5式而令_< 韻—个点.于是 利腦等 




xo + 



t 


f ( T ，< P ( T )) dT ， 


to 


(5) 
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可以使得函数与另一个也是定义在区间 n <纟< r 2 上的函数 〆 ⑷相对应（函 
数， W 的图形当然可以不全在集合 r 中).因此,恒等式 （4) 的右边可以看成使得函 
数#与函数 y 相对应的算子.用字母 A 来记这个算子，我们把关系式 (5) 写成公式 


<P 


Aip 


⑹ 


的形式.利用算子4积分方程 (4) 可写成形状 


<P 


A ( p . 


(7) 


( C ) 设 WO 是定义在区间 n 彡 t 彡 r 2 上的某个连续函数.这个函数模的最大值 


IMI 


nH 1 沛)丨 


称为它的范数 || 


如果妒⑷和 X W 是定义在区间 


ri 


r 2 上的两个连续函 


数，那么它们差矽⑷-冰)的范数 II < p-x II 是一个相当有力地估计这两函数相互 
之间差别的非负数.如果数 II i>-x II 很小，那么函数矽和 X 彼此就很“靠 近”， 

式 IM-xIl = 0成立当且只当函数0和 X 完全一样.利用范数概念就很容易讲述在分 
析教程中大家知道的有关连续函数序列一致收敛性的条件.设 





，灼⑺， 


⑻ 


是一个给定在区间 n <纟< r 2 上的连续函 数列. 设^⑷也是定义在同一区间 ri 
t 彡 r * 2 上的函数，如果 




■lim \\(p - ifi 


0, 


那么序列⑻就一致收敛于函数心为了使得序列( 8 )—致收敛，只要不等式 


II 灼+1 


<Pi II ^ ^ 


成立，其中非负常数勿， 


Gl, * 


麥 p 


，叫， 


0 0 0 


组成一个收敛级数（即是一个收敛级数). 


在转到仔细推导定理1的证明之前，简略地说明一下用来求解方程 (7) 的逐次逼 
近法的实质.给出定义在某个区间 ri <《< r 2 上的连续函数 序列： 


伽列， … ，列 ，…， 


(9) 


这区间包含点 M 在其内部•序列(…中的每个函数都是由它前面的一个函数借助于 


等式 


灼+1 




% 


0,1,2 


来确定 • 如果函数外的图形位于集合 r 内，那么函数仍 


是为了能够确定下 


+ 1 


⑽ 

就由等式 (10) 所确定，但 


个函数 < p i +2 , 还需要使得函数外^的图形位于集合 r 内部.正 
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如我们要证明的，只要把区间 n < f < r 2 取得充分小，就能做到这一点.而且依靠缩 
短区间 r ! < ^ r 2 的长度也能做到使序列 (9) 满足不等式 

|灼+1 < k\\ifi - , i = 1,2,…， (11) 

其中 0 < A : < 1. 从不等式 (11) 推出不等式 

|<^t+i - <Pi\\ ^ ||<^i — ^oll - k l , i = 1, 2, . * • ， 

因此序列⑼ 一 致收敛(见 ( C )). 进一步已容易确立序列 (9) 的极限#也满足方程⑺. 

这种作法可以用稍微不同的另一种方式——压缩映射法的形式来描述.选取 

某个定义在区间 n ^ t ^ r 2 (而且 n < t 0 < r 2 ) 上的函数族，使得这些函数的图 

形都在集合 r 内.我们还假设族 n 对于算子4满足下列两个条件 ： 1) 算子4作用到 

族 n 中的任一函数，我们仍然得到族 n 中的 函数； 2) 存在数 ik ， 0 < k < 1，使得对于 
族 f 2 中的任意两个函数0和 X ，都满足不等式 

II 部-处 II < A:||^-xll - 

在这个意义之下，映像>1是被压缩的（正确地应说是 “ 压缩的 ”）. 

容易看出，如果对于族满足所述条件，那么从它的任意函数仰出发，我们按 

递推公式 (10) 得到满足条件 (11) 的无穷序列⑼，并且正如上面注意到的那样，它一 
致收敛于方程⑺的解^ 

现在根据所说的设想来证明定理 1. 

定理1的证明 

方程 （1) 所求解的初始值~和吻是位于集合 r 中点 ㈧ ， x Q ) 的 坐标. 首先我们 

选取以点（^吻)为中心，其边平行于坐标轴，且连同边界整个落在集合 r 内部的任 

意矩形 n ( 图邪).矩形 n 水平的（平行于^轴的）边长记为扣，垂直的边长记为 2 a 
因此，点 ( t , x ) 当且只当满足不等式 

力 — 亡 o|<g ， \x-x 0 \ ^ a ( 12 ) 



图39 
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时才属于矩形 n . 由于矩形 n 是含在集合 r 内部的闭集，所以定义在它上面的连续函 
数/((， x ) 及有界,因此存在正数 M 和圯使得对于满足条件 (12) 的 f 和 ar 有 


不等式 


\ f ( t , x )\ < M , 


df ( t , x ) 
dx 




(13) 


成立. 


除了矩形 n 以外，还考虑一个由不等式 



亡 o | < r ， \x - x 0 \^：a 


确定的较“狭窄”矩形 n r ( 见图39)，其中 


(14) 

以后我们还要更精确地确定数 r • 记所有定义在区间 M < r 上，且其图形 

都在矩形 n r 中的连续函数族.因此，定义在区间 |f - tol ^ r 上的连续函数 p 属于 
Mn r 当且仅当对这区间上的任意纟有不等式 


\( p ( t ) -xoK a (15) 

成立， 

我们现在设法选取数 r 使得它满足如下两个 条件： 

1°如果函数 V ?属于族仏，那么函数 y =如（见 (5),(6)) 也属于族 
2 ° 存在数 fc ， 0 < A : < 1使得对于族中的任意两个函数功和 x 有不等式 

ll^-^xll < *ll^-xll ( 16 ) 

成立. 

我们考察条件1。.为了使得函数 〆 = 属于族 n r ， 其必要且充分的条件是 
当 k - Ml < r 时有不等式 

⑷ — xq \ ^ a 

成立 • 根据 （5) 和 （13) 我们有 

⑷ - x 0 \= /( r ,^( r))drj ^ Mr . 

由此看出，当 

dr) 

时条件1°满足. 
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现在考察条件 2°. 我们有 


r(t) 


Xo + 


/( T ，#( T)X 


to 


X ^( t ) 


Xq + 


f(j ， x(T))dT 


to 


从第一式减去第二式，可得 


\ r ( t ) 




x * W | 


亡 o 


(/(r^(r)) 


f( T ^x(r)))dr\ 




to 


|/(r,t/j(r)) 


f(^x(r))\dr 


(18) 


我们现在利用拉格朗日公式以及 （13) 中的第二个不等式来估计最后的被积表 


达式: 


|/(r ， 矽 (t)) 




f(^x(r))\ 


= df { 丁、 9) 

dx 

彡 if| 岭 (t) - 


( 矽 (T) 


X(r)) 


X(r)\, 


(19) 


这里的数0介于训 r ) 和 x ( r ) 之间，亦即满足不等式 — Xo | 彡 a .从⑽和⑽得 


出,. 




A x\\ 


\\r 


Xl ^ Kr\\tP ~ x\\ 


因此，如果数 A 




火 r 小于1，也就是如果 


V < 




( 20 ) 


那么条件 2 。就满足.总之，如果数 r 满足不等式(1 4 )，(17)和(20)，那么对于族％，条 
件1°和 2 。就满足.以后我们总认为所选取的数 r 是满足不等式(14)， （17) 和 (20) 的. 

我们现在来构造定义在区间 \ t - to \^ r 上的函数序列 


# 0 , # 1 ，…, ifi 


( 21 ) 


令 


<Po(t) 


尤 0 , 


( 22 ) 


< Pi+i 


A<pi 


0，1，2, 


(23) 


(21) 中的所有函数也都属 于这个 函数族 (见条 


1^1 


— I 


I 恭少" 
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由于(16)，我们 得到： 

||^i+i 一 Will = \\^(pi - Aipi - i \\ < k\\ipi - 外― i|| ， 

由此得出 

1 — ^Pi || ^ i S = 0,1 ， 2, * • • • 

因此裉据 ( C ), 序列 （21) 中所有的函数都属于族 1 从而函数^也属于它（见 （15)). 
我们来证明，函数^满足方程 (7). 为此注意到序列 

乂#0, ^4^1? . • ， ， ^Pi J * • * 

一 致收敛于函数事实上，我们有 

\\A<p-A<pi\\ < k\\ip - ifi\\ . 

当 i — oo 时对关系式 (23) 取极限,我们得到 

ip = A<p . 

于是， 方程 （1) 满足初始条件 (3) 的解 a: = # ⑴的存在性得到了 证明； 同时确立 

了解 x = #⑴ 在区间 |(-糾< r 上有定义，其中 r 是满足不等式 (14)，(17) 和 (20) 的 

任意正数. 

我们现在转到唯一性的证明 • 假设 a =必⑷和 a : = x ⑷是方程⑴的两个有共同 
初始值如，吻的解，而区间 n < t < r 2 是解0和 X 存在区间的 交集； 显然 ， n < to < 
r 2* 我们证明，如果解#⑷和 X ⑷在区间 r x < t < r 2 的某一点 h 处相同，那么它们就 
要在某个区间< r 上完全相同，这里 r 是充分小的正数.我们令❹ == 

于是量可以取作为两个解 z = 0 ⑷和^ = XW 的共同初始值.在这个意 
义上，点 ㈨ ， ❼）和点 （ t 0 ，: r 。) 并无任何区别，因此对于点⑷，〜)仍保持记号 ( i 0) x 0 ), 
这使我们能沿用以前的其他记号.把微分方程 (1) 化成积分方程(4)，我们就得到对 
于两个函数矽⑷和 x ⑷的积分等式，在算子的写法下，它们可以写成 形式： 

鱗 ， X = Ax . (24) 

跟前面一样，我们现在于开集 r 中选取中心在点 (‘ 吻)处的矩形 n ， 然后作出仏， 

使得 r 除了满足不等式(1 4 )，( 1?) 和(邶之外，还满足 条件： 当卜糾彡 r 时函’ 
数矽和 x 有定义且满足不等式 ’ 

1^(0 -x 0 \ ^ a, 1x(0 - X 0 \ ^ a, 

这是可能的，因为函数0⑷和X⑷是连续的 •于 是，定义在区间 - t Q \ ^ r 上的函 
数分⑷和X⑷包含在族 W 中，从而根据不等式 (16) 和关系式 (24) 即得 

\^~ x \\ ^ \\ A ^- Ax \\ ^ *||^-x||, 
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而要这个不等式能够成立，只有||分-训= 0，亦即函数0和;^在区间>-如|<?'上 
完全相同. 

我们现在证明，函数0⑷和 X ⑷在整个区间 n t 上完全相同.假设相反， 

亦即在区间 n < t < r 2 内存在点 P , 使得咕 ( t *) _ x (^) -显然， t * ^ to . 为了确定起 
见我们假设 r > f 0 . 

我们用 iV 来表示区间 M i r 上所有使得^⑷= XW 的点^的集合，并证明 
集合 iV 是闭的.事实上，令 m ， …为集合 7 V 中点的序列，它收敛于某一个点 T .于 
是 0( Ti ) = X ( Ti )， 因此根据函数0和 X 的连续性有 

#(r) = liji ^(n) = lim x ( n ) = x ( r ), 

t—^+00 + oo 

亦即点 r 也属于集合 iV . 

我们用 h 来表示集合 W 的上确界.由于 iV 是闭的，所以 h 属于这个集合，亦 

即== x ( h ) i 从而 〖1 < r . 但是根据早先的证明，函数 w ⑷和 x (0 应该在某 

个区间 |(- 剐 < r 上完全相同，因此点 h 不可能是集合 7 V 的上确界，从而导出矛盾. 

于是定理1得证. 

例题 


我们用逐次逼近法来对很简单的方程 

X — X 


进行求解.所要找的解具有初始值 

亡 0 = 0 ， Xq = 1 . 

等价的积分方程写成 形式： 

<p(t) = 1 + ^ ip(r)dr . 

我们现在来构造序列 ° 

^0) V ^ i ) * * * ，外 ，…. 

我们有 

<Po(t) = 1 , 

Pi ⑷=1 + /o dr = 1 + i , 

^(t) = 1 + j^(l + 丁 ) dr = 1 + i + ^t 2 , 

W3 ⑷ ==1 + /J(l + t + —T 2 )dr = 1 + ^ + ~t 2 -h ^jt 3 ， 

= 1 ~ht + —t 2 + + * . . + 

o! n! 


这个序列（在数轴的任意区间上一致 收敛） 的极限是函数= e t . 
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§21. 标准方程组存在和唯一性定理的证明 

这里要对标准方程组 

x l = ,x n ), i = l，.._，n (1) 

证明在§ 3 中叙述的存在和唯一性定理2，其中右边函数户(£， x 1 ， …，， ) 连同它们的 

偏导数^^ = 1,…， n 在变量 tx 1 ， …，# 空间的某开集 r 上有定 
义且连续.令 

® = (^ 1 ,*** T ^ n ), (2) 
/( 以） = (f l (t^)J 2 (t,x) r - J n (t y x)). 

我们重写方程组 （1) 为向量形式（见§ 14,( A )) : 


X = f(t, £C). (3) 

证明将在向量形式下用逐次逼近法来进行，它几乎是上一节给出的定理1证明的逐 

字重复.除了定理 2 的证明之外，这里还要用逐次逼近法给出定理3的证明，但是和 
定理2的证明相比要作了些改变. 

辅助命题 

为了能够从容地运用向量记法，我们首先对向量和向量函数来建立一些自然的 
定义和简单的不等式. ^ 

如所熟知，向量( 2 )的长度或者模 ㈣ 是用公式 

|®l = + …+ (x n ) 2 

来定义的.我们知道且不难 证明： 如果: c 和 y 是两个向量，那么有不等式 


I ® + 2 /K |»| + \ y \ 


成立.从这个不等式可推出对于任意个数的向量 




，心 也有类似的不等式 ，即 


+ * * - + j ^ \xi I + • •. + jar" • 


⑷ 


令刪 




函数的向量.如果函数 V ?⑷定义在区间 
样的区间上可以定义向量函数 


^ n W ) 是实变量 （ 的连续向量函数，亦即其坐标分量为 （ 的连续 


< 


上，那么当。 < h < r 2 时，在同 
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向量岭⑷的分量分 1 ⑷， 


• * _ 


，分由公式 


nt ) 


ip l (r)dr 


*0 


给出； 同时有不等式 


t 


t 


<p(r)dr < 


\¥>(r)\dr 


to 


*0 


⑹ 


成立.为了证明这个不等式，将积分区间分成 m 等份，令 


A 


尤 0 


m 


tk 




to + kA ， 


k 




1， 


♦ » 


- , m 


(当亡 > 心时，数△是 正的； 当6 < 化时，它是负的).于是按照向量函数积分的定义， 
并根据 (4) ,我们有 


(p(r)dr 


to 


m 


m m 

niy ⑹ △ i.ai 

知 =1 k=l 


to 


k(r)|dr 


我们还要对于向* 变量; c 的向 量函数 


9 {^) = W，_ 

建立一个不等式,其中 a ; 是在变量: c 1 
等式 


，工符)，… ^ 9 n {^ 1 , 


« • • 


，工 n )) 


，，空间中的凸集 A 上取值的.我们假设不 


dg t ( x 1 ^- ， x n ) 

d ^3 




成立.其中允为正数.于是可以证明，对于集合△中的任意两点$和 y ， 满足不等于 


式 


\9(x) 


9(y)\ ^ n 2 K\x 


2 / 1 * 


为了证明不等式( 6 )，我们对连接两点: r 和 y 的线段进行考察，即令 


( 6 ) 




V + s(x - y) * 


当 S 取遍区间 o < s < 1的数值时，点 z ( s ) 走遍点 a ； 和1/的连线，由于集合△的凸性 
线段上所有的点始终在△内.于是我们得到（应用拉格朗日公 式）： ， 


9\ x ) 


9%) 




作⑴) 


咖 ( 0 )) 


dg^zis)) 


ds 


其中 0 ^ < 1. 按照复合函数的求导公式计算导数，我们得到 

ds 


却(名 ( S )) 


ds 


dg i { z 1 ( s ) r ^ , z n ( s )) 


ds 


办 A 1 ⑷， … ^ n {s)) dz k (s) 

tx dx^ ^T" 

外)：，，⑷ ) (x , k 

fc=i dx k y 


k 


/), 
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因此， 


n 


n 


Wi^) 


y (y)K E ~y k \ ^ ^2 k \ x - 2 /K 


y\ 



把此不等式两边平方，并对 i 求和再开方，我们得到 \g(x) 




g(y)\ < n^K\x 


y \ ^ 


n 2 K\x 


2 / 1 * 


像在证明定理 1 时那样,我们先把微分方程 (3) 化成积分方程. 


⑷令 



<p{t) 是微分方程 (3) 的某个解，因此它满足恒等式 


0⑷ 




⑺ 


再令 






Xq 


⑻ 


是这个解满足的初始条件.于是，关系式 （7) 和 （8) 




起等价于关系式 


沖) 




XQ 



to 


f{r,(fi{r))dr 


⑼ 


我们来证明这个等价性.假设积分恒等式 (9) 成立.在其中令 t 


就得到等 


式⑻ T 而将( 9 )式两边对〖求导，就得到恒等式 (7). 现在假设关系式 (7) 和 (8) 都满 
足 •从 t 0 到 t 积分关系式⑺，并考虑到关系式⑻即得关系式⑼. 

(B) 利用恒等式 (9) 的右边，对于每一个其图形位于集合 r 内的向量函数 #(4 
以如下的函数 W ⑴同它 对应： 




Xq + 


to 


f(^<p(r))dr 


( 10 ) 


简单地，在算子形式下这个关系式可以写成 形式: 


<P 


A ( p . 


( ii ) 


方程 (9) 现在可写为 形式: 


<P 


A<p * 


( 12 ) 


(C) 令#)是给定在区间 n f < r 2 上的连续向量函数.我们定义这个函数的 


范数 ||衲|如下: 


M 


㉝少⑹ 


利用范数概念可以叙述给定在区间 ri < ( < r 2 上的连续向量函数序列 


沪0,沪1，… ，内， 


( 13 ) 


致收敛性的定义.如果 


lim \\(p 




灼 II 


0, 
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就称向量函数序列 （13) —致收敛于给定在同一区间 n ^ < r 2 上的连续向量函数 
为了使得函数序列 （13) —致收敛，其充分条件是满足不等式 

_ Will 彡叫， 

其中数 a 0 , ai ， …，叫，…组成收敛级数.我们现在转到定理2的证明. 

定理2的证明 

由于点 (‘ a ^)) 属于开集 r ， 所以存在正数 g 和 a ， 使得所有满足条件 

\ x - x 0 \ (14) 

的点 ( t ，®) 都位于集合 r 之内. 因为由所有满足条件 （14) 的点 ( f ，; c ) 所构成的集 n 是 
一个有界闭集（图奶)，因此给定在它上面的连续函数 

1/(亡，怎)1 和 |^^|， i，j = h …， n ， 

有界，亦即存在正数 m 和 X ，使得在集合 n 上有 

J < K , i，j = 1，…， n , (15) 



图 40 

除了集合 n 之外，我们还考虑包含在 n 内而由不等式 

I 亡 一（ o| ^ r , \x -ar 0 | < a 


确定的集合 n r ，其中 


r^q 


( 16 ) 
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(m 40). 我们用仏表示给定在区间 | t - t 0 | ( r 上而图形在比之内的所有连续向量 
函数族.因此，定义在区间 k-tol ( r 上的函数 W 属于族 O •当且只当对于这个区间 
上的任意点 t 满足不等式 


\(f(t) - a ： o | (17) 

我们现在设法选取数 r ， 使得下面的两个条件满足： 

1。如果函数 W 属于族 fi r ，那么函数=如(见(10)，(11))也属于族队. 

2° 存在数 k ， 0 < A < 1，使得对于族 fl r 中的任意两个函数嗲和 X ，有不等式 


\\A^-Ax\\ ^ k\\tj> 


Xll 


(18) 


成立. 


当 |t 


我们考虑条件 1°. 为了使得函数 〆 =七?属于族 fl r ， 其必要且充分条件是 
-糾时满足不等式 


— xq\ ^ a. 


根据(10)，⑹和(15)，我们有 




xo 



t 


f(r y (p(r))dT 


to 





t 


\ f ( T ^{ r))\dr 


to 


彡 Mr 


从此看出， 



r ^ 


a 




M 


时，条件 1° 成立. 

现在考虑条件2。 . 我们有 


\ nt ) 


x^(t)\ ^ 



t 


( f ( r ^( r )) 




f ( r , x ( r)))dr 


to 





t 


to 


\ f ( r ^( r )) - f ( rj x ( r))\dr 


现在估计最后 ( 2 0) 式中的被积表达式，利用不等式⑹和 (15) 可得: 


l /( T ，^( 




/( 丁， X(T))| ^ 7 l 2 K\^( 



X { r )\ 


于是由 （20) 和 (21) 得到 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 




A x\\ = 11 ^ 


承 




X*\l < n 2 Kr \\^ 


x\\ 


因此，如果 


r < 


k 


其中 fc < 1，那么条件2。就满足, 


n 2 K 


( 22 ) 


§21. 标准方程组存在和唯一性定理的证明 


* 135 


总之，只要数 r 满足不等式(16)，(19)和 (22)( 以后我们总认为是满足的)，那么对 
于族^来说，条件1。和2。就成立. 

现在我们构造定义在区间 - 如| < r 上的向量函数序列 

( po ( t ) = xq , •.. ， ( fiiit ),. • ， . (23) 


令 


V>i+i - Aipi , « == 0,1, • • * . (24) 

由于函数抑 属于族 n r ， 所以序列 (23) 中的所有函数也属于这个函数族（见条件1。 ；). 
其次，我们有（见( I 7 )) 

1^1 - V^oll = max - x 0 \ < a. 


根据 (18) 我们得到 


由此得到 


的 +1 — Will = W^i - 



ll ^ i+i - <Pi\\ ^ ak l . (25) 

因此，根据 ( C )， 序列( 2 3)—致收敛于族中的某个连续函数我们来证明，函 
数 W 满足方程 (12). 为此我们注意到，序列 


4 ^ 0 , • •. ， Aifi^ - - - 

一致收敛于函数事实上,我们有（见 ( IS )) 

||4^> 一 A ( pi \\ ^ k\\(p - ^\\ . 

当 i — + cx ) 时取关系式( 2 4)两边的极限，即得 


V > 


A(p • 


于是 ，方程( 3 )满足初始条件 (8) 的解 


在区间 糾 <r 上有定义，其中 r 是满足不等式 ( 16 ) ， （ 19 ) 和 （22) 的 


了解 

任意正数. 

我们现在转到唯一性的证明.假设 
同初始值纟的解，而区间 ri < f < 


P ⑷的存在性得到了 证明； 同时确立 


X 


轉、 和 * =尤⑷是方程⑻的两个有共 


我们证明，如果解0⑺和 x ⑷在区间 ri 


r 2 是解矽和 x 存在区间的 交集； 显然 


< 



它们就要在某个区间 I * 


的某一点6处相同，那么 


抑 1) 


于是量 ti , x x 可以取作为两个解 


上完全相同，这里 r 是充分小的 正数. 我们令$ 


沴⑴和 


x ( t ) 的共同初始值 
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在这个意义上，点 (f 0和点 ㈨ ，; Co ) 并无任何区别，因此对于点仍保持记 
号 ( to . xo ). 这使我们能沿用以前的其他记号.把微分方程 (3) 化成积分方程 (9) ， 我 

们就得到对于两个函数岭⑷和 xW 的积分等式，在算子的写法下，它们可以写成形 
式： 


少=辑 ， x = (26) 

跟前面一样，我们现在于集合 r 中选取中心在点 ( t 0 ， x 0 )( 见不等式 (14)) 处、包含 
在 r 内的集合 n ， 然后作出 n r ，使得数 r 除了满足不等式 (16)，(19) 和 (22) 之外，还 
满足条 件：当 < r 时，函数嗲和 X 有定义且满足不等式 


| 嗲⑷- x 0 \ ^ a , \ x { t ) - X 0 | < a . 

这是可能的，因为函数蝓⑺和 x ⑷是连续的.于是，定义在区间 \t - t 0 \ < r 上的函 
数矽⑷和 X ⑷包含在族 O •中,从而根据不等式 (18) 和关系式 (26) 即得 

II 蠄 —Xll = WAtj) - A%\\ ^ k\\^j) - ^|| ? 

而要这个不等式能够成立，只有 II 分 -xll =0,亦即函数妒和 X 在区间卜化 I < r 上 
完全相同. 

我们现在证明，函数 畛⑷和 沾)在整个区间 n < ( < r 2 上完全相同.假设相反， 

亦即在区间 n < t < r 2 内存在点广使得抑 *) / x ( t *) • 显然，为了确定起 
见我们假设 0 6. 

我们用 iV 来表示区间 to 彡 t ( t * 上所有使得矽⑷= x (0 的点 f 的集合，并证明 
集合 iV 是闭的.事实上，令 rm ，. .•为 集合 AT 中点的序列，它收敛于某一个点 T .于 
是矽 ( n ) = x ( n ), 因此根据函数#和 x 的连续性有 


分⑺ == ._ fim o x ( ri ) = xM ， 


亦即点 T 也属 于集合 JV . 

我们用 ti 来表示集合 AT 的上 确界. 由于#是闭的，所以 h 属于这个集合，亦 

即 # i ) = x ( h ) ；从而6 但是根据早先的证明，函数必⑷和 x ⑷应该在某 

个区间 M < r 上完全相同，因此点 h 不可能是集合 AT 的上确界，从而导出矛盾 

于是定理2得证. 


现在我们把在证明定理2时所形成的某些事实单独写成一个 命题， 它也是以后 


所需要的. 


( D ) 门假设方程组 (1)( 或者在向量形式下的方程 (3) ) 的右端函数连同它们 

的 偏导数 d — 起在开集 11 上有定义且连续.仰 w ) 是集合 r 中的某—点，而 q 

和 a 是这样的正数，使得由一切满足不等式( I 4 )的点所组成的集合!!被包含在 r 中. 
其次,令 M 和 if 是这样的正数，使得对于满足不等式 Q 4 ) 的所有点江为，满足不等 
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式 (15). 最后， 假设 r 是满足不等式（16)， （19), (22) 的任意正数.那么方 程⑶以 
( t 0 ， x 0 ) 为初始值的解在区间 \ t-tol < r 上有定义.此外，这个解在区间< r 上 
是作为函数序列 (23) 的极限而得到的，序列中的函数是由递推关系式 (24) 依次给出, 
同时这些函数满足不等式 (25). 


定理 3 的证明 


我们转到定理3的证明，这个定理 断定： 对于系数<⑷和自 由项以 ⑷在区间 
Qi < t < q 2 上有定义且连续的标准线性方程组 


n 







( t ) x J +叩）=:池 X 1 ， 




1， 



(27) 


存在于整个区间 i < g 2 上有定义且有任意初始值 


亡0, 


… 


，站， 


^1 < ^0 < Q 2 


(28) 


的解.我们来证明，由运用在定理 2 证明中同样的算子 4( 见(10)，(11))所产生的向 
量函数列 

⑷， Wi ⑷，…⑷，…， (29) 

在整个区间仍< t <的上收敛，而且在被包含于这个区间内部的任意区间上是一 

致收敛的，但是算子 A 现在应由方程( 2 7)的右边来确定.这时可以选取定义在区 

间 gi < t <收上的任意连续向量函数作为为了运用逐次逼近法，在这里需要 

对数量 II 灼+1 -< PiH ， « = 0,1,2,-.. 进行更精确的估计.这时将看到，在所 i 寸论的情况 
下，逐次逼近法并不属于压缩映射法的范畴. 

设4是从微分方程组 07) 和初始值（ 28 )出发而由关系式 （10) 和 （11) 确定 
的算子.算子乂显然作用于任何定义在区间奶 <〖< g 2 上的连续函数#⑷.由命 
题⑷得出，方程组 07) 连同初始条件 （28) 等价于算子方程 


W ~， (30) 

我们来求出它定义在整个区间 gi < t < q 2 上的解.由递推关系式 


= Aipi, i = 0,1 ， 2, .. • 

给出的函数序列( 2 9)在区间 gi < ^ < 上有定义. 


是任意—个包含如在自己内部而又被包含在区间 


Qi < f <仍内 


<11 < < tQ < T2 < q2 • 
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我们来证明序列 (29) 在区间 n < t ( r 2 上一致收敛于方程 （30) 的解.对于方程 （27) 
的右边，我们有 


dp 


<4■⑷ ， 


因此当 ri <〖< r 2 时，有不等式 


df 


▼ 

% 


8x3 


r 彡兄， 


m m 

h3 


1，…， n 


成立，其中 K 是某个正数.因为函数仰⑷和外⑷在区间。上有界，所以 
在这个区间上有不等式 


l^iW 


v>o(0l ^ c 


成立,其中 c 是某个常数.其次，在同一区间上我们依次得到（见 (5) 和⑹）: 


If 2⑷ 


^iWI - 


*0 


(/Cr ， v?i(r)) 


f(T ， <po(r)))dr 




*0 


1/( 丁， <Pi(r)) 


f(T, ¥>o(r))\dr 


彡 n 2 KC\t 


to \； 








^0 

rt 


(f(r,<p 2 (r)) 


f(r,<Pi(r)))dr 




to 


l/(T ， <P2(T)) 


f(^<pi(r))\dr 




( n 2 K) 2 C 
~2!~ 


t 


to \ 2 


I 灼 + i ⑷ 


的 ⑷ I = 


<0 

r^t 


(/ 0 , <Pi(r)) 


f(j, <Pi-i(r)))dr 




to 


1 / 0 , <Pi(T)) 


/(t ， v?t-i(r))|dr 




( n 2 KyC 


由此得到 




t 


亡 oh 






( n 2 K ( r 2 


ri)Y 


因为数 <7 色 2 尺 (r2 


i \ 


ri)r 


组成收敛级数，所以序列 (29) 在区间 


敛于某个连续函数^⑷.对于这个函数我们有 


n < t < r 2 上一致收 


M 灼一 A(p\\ ^ max / 

ri^r 2 J to 


lf(T ， <Pi(r)) 




f(^<p(r))\dr 


K{r 2 




r i)\\<p 


▼ 

t 


■MM 


¥>11， 
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因此函数序列 


A(p 0 , Aifi, 


4 « « 


， A(fi 


在区间 rx < r 2 上一致收敛于函数 . 对关系式 （31) 取极限，我们得到 


V ? 


Aip . 


由于 n <《 < 巧是任意一个包含点紿在自己内部而又被包含在区间 qi <t<q 2 
内部的区间，所以序列( 29 )在区间 qi <t<Q 2 的每一点都收敛，因此函数 P ⑷在整 
个区间 gi <t<q 2 上有定义，而且在这个区间上是方程 (30) 的解. 

于是定理3得证. 


利用证明定理3的方法，我们建立如下一条对今后来说是重要的 命题: 


(E) 


等式 


我们假设，给定在区间 to < ( < G 上的连续（数值）函数 w ⑷满足积分不 


t 


u(t) ^ 


to 


(au(r) + (3)dr , 



> 0 ,卢 > 0 ; 


(32) 


于是可以证明它就满足不等式 


u(t)( 


P _ 

a 


^ e a { t - t 0 ) 


1)* 


(33) 


为了证明命 


m 


( E ) ，除了积分不等式 (3 2 ) 之外我们还考虑积分方程 


t 


v ( t ) = 


to 


(av(r) + P)dr , 


(34) 


并证明不等式 


W 成立.为此，我们将用逐次逼近法求解积分方程 ( 34 ) 


由 


于( 34 )中的积分表达式关于函数⑷是线性的，因此近似序列在整个区间 t 

^ 上一致收敛(见定理3的证 明). 当构造近似函数序列时，我们取函数吻⑷ = 
为开始的函数，然后令 


^ t < 


U 


W 作 


Vi+l(t) 


t 




to 


) + 0 )dr 


(35) 


我们对 i 进行归纳法 证明： 每个函数巧⑷都满足积分不等式 


Vi(t) < 


to 


(avi( t) + (3)dr . 


(36) 


当 


0 时，这个不等式成立，因为如⑷ 


确，并证明它对函数 叫 +1 ⑷也正确.根据归纳法假设，我们有: 


一)(见( 32 ) ). 我们假设它对函数％⑷正 


” i + i (0 


t 




*0 


(avi (r) + (3)dr > Vi (t). 


因此 


W+iW > Vi(t ) ， 


( 37 ) 
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于是,根据数 a 是正的，我们从 (35) 式 得到： 

v i +1 ( t ) ( I ( m ; i +1 ( r )+ /3) dr . 

Jt 0 

这就通过归纳法而证明了不等式 (36); 同时还建立了不等式 (37). 由此得出，序 

列如⑷= w ⑴， w ⑷，…，叫⑷，…的极限<0不小于函数％⑷中的任何一个，特别 
有吨）> w ⑷. 

现在为了完成命题 ( E ) 的证明，只需 再证： 积分方程 (34) 的解与不等式 (33) 的右 
边完全相同.根据§ M 的命题 ( A ) ， 积分方程 (34) 的解 t ; ⑷与微分方程 

v ( t ) — av ( t ) + /? 

在初始条件 v ( t 0 ) = 0之下的解完全一样，也就是不等式 (33) 的右边，于是命题 ( E ) 
得证. 

§22. 不可延拓的解 

在§ 3 中曾经引进了不可延拓解的概念（见 § 3 ，( A )). 这里利用一个非常简单的想 

法从定理 2 推出：每一个解都可以延拓到不可能再进一步延拓的解（见 ( A )). 在这^ 

意义下，不可延拓解解决了所有解的总和问题.此外，命题 ( B ) 和 ( C ) 给出了不可延 

拓解的一个重要性质，它在本章后面几节中将找到其本身的应用 

令 

* = f ( t , x ) ⑴ 

是标准方程组的向量记法（见§ 2 1，(1)，(3))，它的右端函数与其偏导数一起 

在变量 u 1 ， … ， x n 空间 i ? 的某个开集 r 中有定义且连续. 9x3 

( a ) 方程 (1) 在 r 中的任意初始值之下存在不可延 拓解. 

2 °如果方程 (1) 的某个不可延拓解与方程 (1) 的另外某个解至少在某个 t 值处相 
同，那么它也是这个解的不可延拓解. 

3 °如果方程 (1) 的两个不可延拓解至少对于一个^值相 同， 那么它们就完全相同 
亦即它们有同一个定义区间，且在该区间上处处相等. ， 

命题⑷的证明. 

令（心抑）为 r 中的任意 一点. 我们构造方程⑴以&吻为初始值的这样的 
解 * =卵)，使得它是方程⑴ 以‘吻 为初始值的任意一个解的延拓. 

、 方程 U ) 以 h ’ ico 为初始值的每一个解都对应着它自己的定义区间我们用丑 
=所有这些区间右端点的集合，而所有它们左端点的集合记为负.用饥 2 表示^ 
，丑 2 的上确界（特别，可以有爪 2 = +00 )，而用/^表示集合负的下确界（特别可 
以有叫 d 我们上面构造的以‘岣为初始值的解 x = 分⑷就是定义士区 
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间叫 < t < m 2 ±. 令 r 是这个区间的任意一点.为了确定起见，我们假设紿彡 P . 
由于 m 2 是集合丑 2 的上确界，因此存在方程⑴以化，抑为初始值的解 a ; =矽⑷，其 
定义区间包含了点 t *, 而且我们认为有河 r ) = 轉 *) • 函数@在点 C 处的取值与 
解 x = 的随机选取无关.实际上，如果代替解 a ? == 4⑷，我们选取了以 io , a ? o 为 

初始值的解 a ; = x ⑷，它的定义区间也包含了点 r ，那么根据唯一性（见定理2)，我 
们有= X ( t *) • 于是，函数@在整个区间 rm < i < m 2 上唯一确定.同时它是 

方程 （1) 以‘吻为初始值的解，因为在区间 i <爪 2 的每个点 r 附近，按照函 

数分的构造，它都与方程 (1) 的某个解相同. 

现在令 x = < p ( t ) 是方程⑴以心吻为初始值、且定义在区间 n < f < r 2 上的某 
个解.于是 n 就是集合拓的点， r 2 就是 i ?2 的点，而且有 mi 彡 0,7*2 彡 m 2 ，亦即区 
间?^ <i < r 2 被包含在区间 mi <t < m 2 之中.由于解和9 ⑷有同样的初始值， 
所以根据定理2,在它们都有定义的地方，亦即在区间 n <〖< r 2 上，处处 相等； 而 
这就意味着，解分⑷是解^⑷的延拓. 

■■ 

显然，所构造的 解分⑷ 是不可延拓.事实上，设解 4( i ) 是解0⑴的延拓.于 

是◦也可以取作为解0⑷的初始值，根据上面的证明，解0⑷是解0⑷的延拓, 

而这就意味着，解#⑴和0⑷完全 一样. 从这些理由得出，0⑷是以‘吻为初始值 
的唯一不可延拓解. 

我们现在假设,不可延拓解0⑷与另外某个解 p ⑷至少在一个值 t 处相同.我们 
用 k 来记这个 值纟 ， = x 0 . 于是‘吻就是不可延拓解分⑷的初始值，也 
是 W ⑷的初 始值. 根据上面的证明，解0⑷ 是解 cp ( t ) 的延拓.如果解 p ⑷不可延拓， 
那么根据同样的理由，它就是解的延拓，从而解$⑷和分⑷完全 相同. 

于是命题 ( A ) 得证. 

( B ) 设五是空间 i ? 中被包含在开集 r 里的有界闭集， 而 ； E = g ⑷是方程⑴定 
义在区 间爪 1 < i < m 2 上的某个不可延拓解（见 ( A )). 于是存在这样的数 n 和 r 2 , 
mi < r x < r 2 < m ： 2 ，使得当 i 不属于区间 ri 彡 Kr 2 时，空间 i ? 的点 ((， 卵 )) 位于集 

合五之外. 

我们只证明存在这样的数 r 2 < m 2 , 使得当 r 2 < 亡< m 2 时，点 (（ 邱 )) 不属于 
集合 五 .数/^的存在性可类似地证明_如果 m2 = + oo ? 那么显然存在数 r 2 , 因为 
当 f 增长到无限大时，第一个坐标就等于 《的点 (《，卵 )） 当然必定远离集合五的边界， 

于是我们将认为 m ：2 < +00’ 并证明数 r 2 的存在性.这时我们利用在§21命 
题 ( D ) 中给出对于数 r 的估计 • 我们在空间丑中引进欧几里得度量.由于五是有界 
闭集，而开集 r 的余集也是闭集，因此在集合五与集合 r 的余集之间的距离 p (见 
§3 2 ,例题 3 )是正的 • 令五*为空间丑中到集合 五的距 离不超过数量的所有点 
的集合.于是丑*是一个被包含在， r 中的有界闭集，因此方程组⑴的右端函数及其 
对 y ，《=1，…， n 的偏导数在集合五*上有定义且 连续. 从而对于五 * 的任一点⑷ x ) ， 




• 142 * 


第四章存在性定理 


满足不等式 

彡尺 ， U = l ，2, …， n ， (2) 

其中 ilf 和尺为一些正数.我们选取两个这样的正数9和^，使得 g 2 + a 2 < 令.如 
果 ㈧ ， 0 ) 是集合五的某一点，而 n 是满足不等式-糾< l - x Q \ < a 的所有 
点 ( t ， x ) 的集合，那么显然集合 n 被包含在中，因此对于集合 n 的所有点 ( t ， a :) 都 
满足不等式⑵.于是，如果数 r 满足 § 2 1 中的不等式(16)，(19)，(22),那么就存在方 
程 (1) 以‘抑为初始值且定义在区间 W < r 上的解 a ; = ( p ( i ). 这里重要的只在 
于： 对集合五的所有点 ( t 0 , x 0 ), 找出的都是同一个数 r • 我们来证明，可以取数 m 2 - 
r 做为 r 2 . 假设相反,亦即当某个紿> m 2 - r fl 寸，点（化， ip ( t 0 )) 位于集合五中.于是我 
们也可以取量紿和 f ( t 0 ) 做 为解 ; T = 0⑷的初始值，根据上面讲过，区间 | M 0 | < T * 应 
当被包含在区间 ttm < f < m 2 之中，但这与不等式 t 0 > m 2 ~ r 矛盾.于是命题 (B) 得 

证. 

对于自治方程组有类似于命题 (B) 的命题 (C) 成立，而且后者可直接从前者推 
出.设 

® = /(®) (3) 


为自治方程组的向量记法，其右端函数与它们对 X 1 ， …，， 的偏导数一起都在变量 
x 1 ， …，，空间的某个开集 △ 中有定义且连续. 

( C ) 令 F 为空间 S 中整个位于 △ 中的有界闭集，而 a ： =分⑷是方程⑶定义在 

区间叫< f 上的某一个不可延拓解.如果 m2 < + oo , 那么存在着数 r 2 , < 

0<饥 2 ，使得当^属于区间 

V2 <t < rrt2 时，点分⑷位于集合 F 的外面.完全一样地， 
如果 rm > _00,那么存在数 ri ， m x < n <爪 2 ,使得当《属于区间 mi < f < ri 时 
点位于集合 F 的外面. ’ 


在证明命题 ( C ) 时，我们将只考虑 m2 / + oo 的情形，并给出数『2的存在性.在 

所有点(^， a ?) 的空间 i ? 中，其中 a ： 是 S 的点，我们来确定由所有点(^， a ；) 组成的开集 r ， 

其中^是任意数，而 a : 是集合△的点.其次，令 m 为满足条件 mi < m < m 2 的某个数. 

用五记由所有点(《，®)组成的集合，其中 m 而 x 为集合 P 的点.显然，集 

合丑为有界闭集，且被包含在 r 中.根据命题 (B) ， 存在这样的数 r 2 ，使得当^属士区 

间 n < £ < ms 时，点(以⑴)不属于集合五 • 显然,我们可以这样选取数便得它 
满足这个条件，而且还使得 …. 于是当 r 2 … m 2 时满足不等式 m :，=匕 

从而当 a <亡 < 爪 2 时点(纟，分⑼可以不属于集合五只是因为点分(纟)不属于集合 F 
于是命题 ( C ) 得证. 
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例题 


1. 为了说明这一节的结果，我们考虑一阶的自治方程 


/㈤’ 


(4) 


其中/(4是一个多项式，它所有的根都是简单的实根.令 ai ， a 2 , •…，为这些根按 
增加顺序排列.方程 （4) 的相空间就是直线尺而其开集 A 就是直线 P 上除了 
M ，叱，…，如之外所有点的集合，因为在这 n 个点处，方程 (4) 的右端函数变成无穷 
大.我们设 x 

F(x)= 厂 / 猜 . 

于是方程 (4) 所有解的集合可用关系式 

F ( x ) = i + c 


描述.由于在自治方程中，时间平移一个常数，轨线并没有改变，因此方程 (4) 所有轨 
线的集合可以用运动的描写来代替，而点 x ⑷沿轨线的运动用关系式 


F ( x ) = t 


给出 • 我们考虑点： r ⑷沿区间 ai < x < a2 的运动.因为 /( a ;) 在区间 a \ < x < a2 上的 
符号保持不变，所以 F ( ai ) + F ( a 2 ) . 为了确定起见，我们假设 


mi = F(ai) < m2 = F(a2 ). 

容易看出，这时当 t 跑遍区间叫 <£< m 2 时，点 a :⑷就跑遍区间 ai < a :< a2 .由此 
看出，4纟)是其定义区间为叫< f < m 2 的不可延拓解.在这里，这个区间的两个端 
点都是有限的;这说明当走近时间区间77^ < t < ni 2 的端点时，在轨线上运动的点就 

走近区域△的边界. 

2 - 在某种意义下命题 ( B ) 回答了为什么不可延拓解的定义区间从右边或者从 

左边是有界的问题.为了简单起见，我们限制在当集合 r 为有界的情况时来考察不可 
延拓解® = 分⑷的性质.用 g 记集合 r 的边界. 

设叫< t < ms 为不可延拓解$ =分⑷的定义区间.由于集合 r 有界，所以 
两个数叫和爪 2 都不会是土 oo _我们证明，当纟 — m 2 时，点 ((, 卵 )） 与集合 g 的距 
离趋于零.令 e 为任意正数，而五 e 为集合 r 中到集合 G 的距离大于或者等于 e 的所 
有点的 集合. 容易证明， 在五 中集合在是一个有界闭集.根据命题 ( B )， 存在这样的 

数~ <饥 2 ，使得当 q <叫时，点 ( t ， ■不属 于集合馬，从而它到集合 G 的距 
离小于 e . 因此， 当^ — m ；2 时，点 ⑺卵 )) 到集合 g 的距离就趋于零.当 f — m 2 时， 

点⑺分⑴)趋向于集合 r 的边界 G ， 这是因为解 a ; == 分⑷不可能延拓到其定义区间 
端点 m 2 的右边. 
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§23. 解对初值和参数的连续依赖性 

考虑到给定方程组的解对其初始值的依赖性，我们得出解是自变量和初始值的 
函数.这个多变量函数的各种性质有重要的价值.这里睪证明这个函数对全体变量 
的连续性.解对初始值连续依赖性的证明将归结为固定初始值时，解对参数的依赖 
性定理，这些参数是连续地进人方程组的右端函数中.本节要首先证明这个定理. 


解对参数的连续依赖性 

我们将考虑标准方程组： 

~ ^ /i 1 , * • • , jj) , （ 1) 

其右端依赖于参数 〆 ，…，/^且在变量…，#, 〆 ，•._, 〆 空间云的某个开集 p 
中有定义.假设方程组 (1) 的右端函数及其对变量 X 1 ， . . • ，#的偏导数 

df 

巧 J ， = (2) 

是全体所有变量在 f 中的连续函数.令 

x =(工 1 ，...，工 n )， A * = ( M 1 ^" t M l ) f 

于是我们把方程组 (1) 写成向量形式： 


X = (3) 

( A ) 我/们将用 ( i ， o :， M ) 记空间^的点.固定初始值‘抑，并用 Af 记所有这样 
//的集合，使得点(纟， a ?，#) 属于集合 r ，显然，抓是变量 〆 ,…， 〆 空间中的开集.集 
合、 M 的每一点 M 对应着方程⑶的一个以 ‘ X 0 为初始值的不可延拓解冲 ，从它 

定义在区间 m #) <6 <爪 2 ⑻上（见 § 22 ，( A ))， 显然>这个区间可能依赖于 M ，因此 

在记号中也表出来.所有使得函数有定义的点的集合 r 用如下条件 
来描述：点//属于集合乾而数 i 这时满足不等式 mi (/ x ) <纟 < m 2 (/ i ). 

定理 13 令沖， //) 为方程 ( 3 ) 当每一个 固定卩 时以心 Xo 为初始值的不 可延拓 

解， 那么函数#(纟，//)有定义的所有点 ( i ， M ) 的集合: r 是变 量匕 〆 ，… y 空间的开集. 
而且函数还是变量(，//在集合 r 上的连续函数. 

应当注意到集合 r 是开的这个事实的非平凡性和重要性 


证明 设 ( C / O 为集合 r 的任一点.我们证 明:充 分靠近点 ㈧〆 ） 的点 （t ， M ) 
属于集合 r ， 而且差- 很小.这就是定理所要证 明的. ’ 
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我们首先假设 r 彡紿.由于解 = r 时有定义，因此 r < m 2 (M*)， 
从而存在这样的数 r 2 ， 使得 t* <r 2 < m 2 (〆) ， 于是解邱,〆 ) 特别在整个区间紿 ( 
t ^ r 2 上有定义.当数 f 跑遍区间沁 < £ 彡巧时，点在空间云中描绘 
了某一条曲线 Q, 令 a 和&为两个正数.我们用 ft 表示空间妄中满足条件 

to ^t^r 2y \x-(p{t^*)\ ^a f < b (4) 

的所有点 (〖,x，/x) 的集合 • 从 G 是 f 包含在开集 f 中的有界闭集 得出： 存在这样的正 
数 a 和 6 ,使得集合 ft 也被包含在 f 中. 下面我们将认为数^和 6 总满足这个条件.由 
于偏导数( 2 )连续，因此它们在集合 ft 上按模有某个常数 if 的界，于是根据§ 21 中的 
不等式⑹，对于集合 ft 的点(（町卞)， （（； c 2 ， ax ) 满足关系式 

\f(t y x 2 ,fi) - <n 2 ii ： |x 2 -a ： i|. (5) 

其次，从函数 /(t，a 5 ，/i) 在集合 ft 上的一致连续性（见 §32(1)) 得出： 存在随着正变 

量 e —起趋于零的正单调函数 决⑷， 使得对于集合 fi 的点和⑷ x ， M) 满足 
关系式 

IfityX . fx ) - < ^ 2 (|m - ^* 1 ) - ( 6 ) 

现在设 o : = W ( f ，/ x )， 彡&是方程⑶以 ( k ，® 0 ) 为初始值的解.根据§22的 
命题 ( B )， 当叫仏)时点((，的， #)，/ x ) 应当离幵闭集 fi . 我们用 t 2 记点 （ t , 
沖， P )，/ x ) 第一次到达集合 fi 边界的那个£值_显然， t Q < t 2 $ r 2 • 我们来求出 

差 I 的， M)- ⑽，〆)| 在区间化上的估计 ,为此，我们对参数值 M 和〆写下 

方程 ( 3 ) 的积分方程形式（见 § 2 1 ，(A))， 并从第一个积分关系式减去第二个积分关系 
式即得 

f (/(r, ip{r, /x), /i) - f{t, ip{r y /x*), ^))dr, 

J tQ 

估计右边积分号下的差，我们有 




/(r ， v?( W)| < |/(r ， (^ ， /x) ， 卩 )— 




/0~， W(r，〆)， 綷)| + |/(丁，咖 〆)，/x) 

根据不等式 ( 5 ) 对右边的第一项进行估计，而根据不等式⑴)对右边的第二项进行估 
计;合并这两个估计 得到： 、 


I# ⑷ M) 


设 it ⑷ 




1咖， M ) 


沖， 〆 )1 < / [^1^,^)-^/ i *)|+ /? 2 (| m - ^\)] dr . 

f ( T ， 〆 )!之后，根据 § 2 1 的命题 ( E ) 我们 得到： 当尤 0 O <亡 2 时有 


M ) —¥>(《， M *) I 彡 I en 2 K(t ^ to) 

n^K 
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< ( V 1 、 2 - t0) - 1) =喊 ( I " —. (7) 

令^为满足不等式 

P 2 d ⑻ 

C 202( p 2) < a (9) 

的正数.下面我们将认为 M 满足不等式 

<P2, (10) 

b 

而且假设 k = r 2 ，因此解 w ( t ，/ i ) 在整个区间 to ^ t ^ r 2 上有定义. 

因为按照假设,点(化，^(〖2，^),#)是位于集合11的边界上，所以对于这个点，不 

等式( 4 )中之一应该准确地成为 等式. 根据不等式(8)，(10)我们有< 6. 其次, 

由于不等式 (4), 我们有 | 挪 2， M )~ 沖 2 ,AOI 最后，由于> t 0) 因此从⑷的 

所有不等式中可能转变成等式的只有不等式，从而我们有= r 2 . 

于是这就证明了当 t * > 时，存在着这样的数7^ > t * 和这样的正数 p 2 ，使得 

当化 < f < r 2 和 I // - ， | < P 2 时有点 属于集合 r 且满足不等式 (7). 

类似地可以证明，当 P 彡沁时，存在着这样的数 ri < P 和这样的正数内，使得 
当 n 彡 f 彡 t 0 和 - p *| <仍时有点 ( t ， M ) 属于集合 r 且满足类似于不等式⑺的不 

等式 

- (11) 

从上述的结果得出，如果点 f ， 〆 ) 属于集合 T ， 那么无论点 t * 关于纪的相对位 
置如何，总存在这样的正数 r 和 p ， 使得当 

亡一 t *|< r ’ |/x - ^ i *\ < p (12) 

时，点化^)属于集合 r 且有不等式 


㈣ ， M) 


M*)i <C^(|/i-/l*|) 


(13) 


成立.因为满足条件⑽的所有点的集合就是点 f ， 〆) 的邻域，所 以; r 是开 
_现在证明函数吣， M ) 在点 ( r，〆) 处连续，为此，估计差式 wc〆)； 我 


m 


们有 


1 邱 ’ M) - ^ + \<p(t^*) - ， /X*)|. 

当， |/i -〆 I 很小时，上式右端的第一项也很小(见⑽).右端的第二项当数|亡_ 

r| 很小时也很小，这是由于函数池〆)对变量 i 的连续性.因此沖 ， M ) 是变量 t， ^ 
的连续函数. ’ 

于是定理13得证. 
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解对初始值的连续性 

我们现在要考察标准方 程组： 

= f(t, x 1 ， … ， a : n ) ， i = 1 ， … ， n ， （ 14) 

它的右端函数及其对变量: r 1 ， …， X ” 的偏导数 

df 

石 J ， i，j = h … ， n, (15) 

在变量《，¥，•••，: r n 空间 i ? 的某个开集 r 上有定义且连续.令 

I 

x - f(t y x) (16) 

为方程组 (14) 的向量记法. 

( B ) 集合 r 的每一点 ( r ， 0对应着方程 (16) 以 io = r , ar 0 = ( 为初始值的不可 
延拓解 V >( i ， T ，0, 它定义在依赖于初始值以的区间 m ： t ( r ，0 < f < m 2 (T ， 幻上 （见 
§22, ( A )). 变量 (， T ， f ， … W 空间中使得函数⑽， r ，$) 有定义的所有点的集合乂显 
然，用如下条件来 描述： 点 ( r ， C ) 属于集合 r , 而数（这时满足不等式 mjr , 幻< t < 

m 2 ( r ，《）. 

定理14令 <p(t, r, 0为方程（ I 6 )以 r，$ 为初始值的不可延拓解，那么函数 

^ ^ € ) 有定义的所有点化 t ，$) 的集合 5 是变量 f ， r ，《 i ， …， 空间中的开集.而 
且函教 tp ( t , r , 还是《，7*，$全体变量在集合^上的连续函数. 

在下面命题 (C) 中所叙述的构造把这条定理作为定理 13 的直接推论. 

( C ) 设 ( T ， 0是集合 r 的任一点.代替方程( I 6 )中的自变量 I 我们按照公式 


t = r-hs ( 17 ) 

引进新的自 变量、 代替方程 ( 16 ) 中的未知向量函数： c， 我们按照公式 

31 = € + y (18) 

引进新的未知向量函数 y. 在新的变量下,方程 ( 16 ) 写成如下 形式： 

dy 

—= /( r + 5 ^ + 2/ ). ( 19 ) 

由于变量 i，ar 的函数 /((aO 定义在开集 r 上，因此变量 S，J/，r，$ 的函数 

y ， r ， 0 = /( T + 沒，苳 + y ) ( 20 ) 

在点 J T+S ，( + 属于集# r 的条件下有定义.容易看出，这个条件在变量心认 r， 《空 
间云中划出某个开集 f， 而且在这个集合上向量函数（ 2 0 ) 连续，其分量量 

y ' …， y n 有连续偏 导数. 我们将认为在方程(I 9 )中的量 T ，$ 是参数，并设 

V = 岭 (S ， T，$) 


( 21 ) 
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是方程 (19) 以 s == 0, y = 0为固定初始值的不可延拓解（见§ 22，( A ) )，亦即满足初始 
条件 

^( O , r ,0-0 (22) 

的解.按照公式 (17) 和 (18) 回到老变量，我们得到函数 

I 

« = + r ^); (23) 

经直接验证说明，这是方程 (16) 满足初始条件 

W ( T ， r ，0 = £ 

的解 • 从 (21) 是不可延拓解得出，解 ( M ) 也是不可延拓的，因为如果解 (23) 可以延拓， 
则解 (21) 也可以延拓. 

定理 I 4 的证明 命题 ( C ) 把解对初始值的依赖性研究归结为（当初始 值固定 
时）解对出现在方程右端的参数依赖性 研究. 在定理13中已进行过这种研究.根据 
这条定理，右边含有参数 r ， C 的方程⑽当固定初 始值卽 = O y y 0 - 0时取得的不 

可延拓解 y = r ， 0在变量^ r ， £空间中的某个开集上有定义，而且在这个集合 
上对其全体变量连续.方程 （ ie ) 以 rj 为初始值的不可延拓解$ = 幻通 

过解 y = r , 0按照公式 ( 2 3) 来表示.从函数矽的变量& r ，$ 转变成函数 p 的变 
量 t r ， 《是用公式 

t = T = T , 4 =汔 (24) 

来实现的.这个从变量空间到变量 £， r ,$ 空间的变换是一个仿射变换，因此它把 
定义函数矽的开集，: T 变成定义函数#的某个开集见 § 32 ,例题 1} _于是，定义函 

数^的所有点化 r ， 0的集合 S 在变量 i ， 空间中是一个开集.根据转变公式 (23) ， 
函数 W 的连续性从函数矽的连续性得出.于是定理 14 得证. ’ 

定理13和定理 M 可以合并成一条 定理： 

定理 15设^^(^，^，/^是方程⑻以以为初始值的不可延拓解 那么函 
数抑，丁，(，^> 在变量 （ T ， 匕 //空间的某个开集上有定义且连续. 

这条定理的证明与定理 I 4 一样， 也是用变量替 换 (1 7 )， （18) ， 而后引用定理 13 , 

定理 13 和定理 14 的推论 


定理 I 3 和 I 4 是整体连续性定理， 稍微不同于通常的表述这里对整体连续性定 
理 （定理 I 3 和 M ) 所引用的表达方式是 新的； 它们本质上不同于至今在数学 文献中 
的表达方式.下面的命题 ( D ) 和 ( E ) 是定理 13 和 I 4 的直接推论_这些命题很接近于 
整体连续性定理的通常表达 方式. 但 是应当 指出，定理 IS 和 I 4 的表达方式是最完全 
地包括了有关解对参数和初始值连续依赖性的事实.实质上，在定理 13 的证明过程 


§24. 解对初始值和参数的可微性 
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中已经建立过命题 ( D )， 但是这里把它从定理13本身分离出来，是为了强调其内容 
的完整性. 

( D ) 如果方程⑴以为初始值当 /X = 〆 时的解定义在包含 t 0 的 

区间 n < f < r 2 上（这就意味着区间 n < i < r 2 被包含在解的定义区 
间中)，那么存在这样的正数 p ， 使得当卜- 〆 ！ < p 时，以‘吻为初始值的不可延 
拓解也定义在区间 n < t < r 2 上.而且，对任意正数 q 总存在这样的正 
数5 < p 使得当 n < 6彡 r 2 , ， I 彡5时，我们有 I #，⑷ - #，^)\<€. 

当证明这个命题时，我们用到定理 13. 由于函数 f ( i ，#) 有定义的所有点 ( t , M ) 的 

集合: T 是开的，而点 ( n ，，) 和 ( r 2 ， 〆 ) 都属于它，所以存在这样小的正数 p ， 使得当 

时，点 ( n ，//) 和 ( r 2 , ⑷都属于集合7\这就意味着，不可延拓解 

的定义区间包含了整个区间 n ^ ^ r 2 ,亦即解定义在这个区间上.所有 

满足 n < ^ r 2 , I / x - mI ^ P 的点 (《， M ) 的集合户是有界闭集且位于: T 中，而函 

数在 r 上连续，因此它在 p 上一致连续.由此直接得出命题 ( d ) 第二部分的 
正确性. 

(E) 如果方程( I 6 ) 以記 4 为初始值当 ^ = xo 时的解 W(u) = P ( Mo , 0 在包 
含紿的区间 n 彡 K r 2 上有定义，那么存在这样的正数 P ， 使得当 R 一 吻| < 0时，不 
可延拓解也定义在区间 ri < i < 0上_而且，对对任意正数 e , 总存在这样的 
正数使得当 n ^ i < r 2 , \^- xo \ <5时，我们有 

- V^ ， ®0)| <£• 

从定理14分离出命题 ( E ) 与从定理13分离出命题 ( D ) 完全一样. 

§24. 解对初始值和参数的可微性 


上一节证明了解对初始值和参数的连续性 • 这一节将在某些假设下建立解对初 
始值和参数的可微性. 

同上一节一样，我们首先讨论解对参数的可微性，而后根据得到的结果，借助 
于§ 23 命题 ( C ) 给出的构造，证明解对初始值的可微性. 


对参数的可微性 

像在§ 2 3那样，我们也将考虑这样的微分方程组 




其中右端函数与它们的偏导数 
个开集 f 有定义且连续.令 



一起，在变量 tx 1 ，. 


,x n ，M 




空间的某 




(2) 
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为方程组 (1) 的向量记法. 

解对参数 〆 ，…， V 可微性的证明将在方程组 （1) 右端函数对这些参数在开集 f 
中连续可微的假设下进行. 

I 

在可微性证明之前我们首先讲述通常称为阿达马 ( Hadamard ) 引理的命题 ( A ). 

( A ) 设吣/ 〆 ，..•，叫是 p + g 个变量的函数，它定义在这些变量空间 
的区域△中，而△关于变量 w 1 , …， W 是凸的.令 



u = (w 1 ，... ,u q ) ， 


我们可以把 y 写成两个向量的函数 〆 t ， u ). 我们将假设在函数本身的整个定义区域 

… ， g 是连续的.于是对于区域△中任 


内，函数 〆 f , w ) 和它的偏导数 

OU 3 

意一"对有相问坐标^的点 ( i , Wi )， (£， 1*2) ，有关系式 


1， 


9{^u 2 ) - g(t, u x ) = ~ w i) (3) 

成立，其中函数 M *， w ， 叱)对变量 t ， Wl ， 所有提到的值有定义且连续（特别，当 
U \ == U 2 时也是如此)，而且有 hj ( t ^ U ) u ) — rt ). 

为了证明命题 ( A ) ， 我们令 ^ 


w(s) 




«1 + s(u 2 


乜 1)， 




⑷ 


于是我们有 


ff(t ， U2) 


g { t , ui ) 


池 tt ) ⑴) 


git.wiO)) = 



d 


0 


g^9(^^(s))ds 


我们现在计算导数 


d 

ds 


g{t,w{s)), W 


a 

ds 


g(t,w(s)) 


d 


9 




^9( t y w l ( s ) 


，彷 9 ⑷) 



dg(t,w(s))^dw j (s) 


j 


dw ^ 


ds 


因为根据 (4)， 显然有 


dw j (s) 

ds 







■ 

3 




1， 


_ • 


Q 


所以再令 


hj(t,u u u 2 ) 





dg(t } w(s)) 


o 



ds 、 


我们就得到公式⑶.由于按照假设，函数雜，因此函数咕叫叱）也 


连续. 


于是命题 ( A ) 得证. 
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定理 16 根据定理13,方程 (2) 当固定初始值‘吻时的不可延拓 解沪化 #) = 
((^(〖，以)，…，(^ n ( t ，/ i )) 在变量£， 〆,*._，〆 空间的某个开集 T 上有定义且是它自己所 
有变量的连续函数.于是，如果方程组 （1) 的右端对变量 〆 ，…， V 的偏导数在开 
集 f 中有定义且连续，那么偏导数 


d ^ jt , m ) 

dfi k 


i = l , 


_ _ « 


n 


k 




1， 




， j 


在整个开集： r 上有定义且连续.此外，混合偏导数 


dtdfi k 




也在整个集合7 1 上有定义、连续且不依赖于求导的顺序， 

证明为了求得导数慕，我们计算差 #，/ i 2 ) -#， Ml ). 由于函数沖，只)满 

足方程(2)，因此这个差的计算自然连带着差 

的计算.我们利用阿达马引理来计算后一个差式，这时令 


t = t ， u = 5(t ， W)= 尸 ( 尤 ，®，//) • 

为了使得阿达马引理适用于这种情况，首先用适当方法作出在变量 （ t ， w ) = ( t iXt fi ) 
空间中的开集 A , 它对变量 ar ，/ x 来说是凸的.这时我们的目的是在集合7 1 的任一点 
( C〆 ） 的邻域中，证明导数的存在性和连续性.现在我们转到开集△的构造. 

由于解 ( p ( t y ft *) 在 i 有定乂，因此存在这样的区间 ri 彡 t ( ”2, 它把数4 

和 p 包含在它自己的内部（即 n < t Q < r 2j ri < t * < r 2 ), 且解 〆 ) 在这个区间 

上有定义.当 （跑 遍区间 ri 彡 i < t * 2 时，点 ( i ， 的， / i *) 〆 ) 在开集 r 中描出了一根连 
续的曲线.设 a 和6是两个这样的正数,使得满足条件 


'1 6 ^ T2, 


l w 


W ( w)l 


I〆 




⑻ 


的所有点 ((， a :，/ a ) 的集合整个被包含在开集根据§烈的命题 ( D ), 即知存在这 


样的正数 p ， 使得 2 P < 6,且当 I # 


有定义，以及在同 
集 △ 为满足条件 


个区间上满足不等式 


如时，解冰， p ) 在整个区间 r x ^ t ^ r 2 ± 


< a . 我们现在确定开 


”1 彡亡彡 r*2 ， \x - ip(t,^x*)\ < a, I// - fi*\ < 2 p 

的所有点⑺®，…的集合•显然，开集△对变量 ( ar ， M ) 来说是凸的. 
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为了计算偏导数 g ，我们以 ejb 记 z 维空间中沿第 fc 个坐标轴方向的单位向量. 

令 A 是满足条件> - p 的某个向量,而 r 是满足条件 | r | < p 的数.设抑 =Mi 
+ re fc . 于是两个向量// I 和# 2 满足条件 


Mi — M*l < 2 p ， \ii 2 - M*l < 2 p, 

因此在整个区间 r l ^ t ^ r 2 上有不等式 

_ 

\(p(t,/ii) - <p(t, fx*)\ < a, |^, fjL 2 )-<p(t, fx*)\ <a 

成立 • 于是当 f 跑遍区间 r ! < t < r 2 时，点(右，沖，川)，/^)和(卜冲， / i 2 )，/ i 2 ) 描出了 
整个位于开集△中的曲线.应用阿达马引理于差式 

f ( t ， _， / x 2 )， 从2) - /%， < p ( t ， Ml )， Mi ) ， 

我们得到 

f(t,<p{t, M2), M2) - f ( ，， Mi) ， Pi) 

打 t 

， / ii , r )(^(^/ i 2 ) - Ml )) + E K ^ k { t , Pi ， r )(4 - / if ) • ⑹ 

J - 1 fc=l 

其中，由于阿达马引理，函数 / I〗，j = 1 ，…， n + i 依赖于量 i ， 抑， Mi )， Mi , 吨 M 2)， M 2 ， 

从而旱终依赖于量 t ， /^1 ， T (因为= //l + Tefc ，而量 // 1 ) 和 p ( t ，^42) 连续依赖于 
t M 1 相 （ M 2; 见定理13 )* 

为了计算导数0，显然应当先写出差商 

卿眞 r ) = ^?， 2) ; 邱，糾） ， t /0 ， 

而后令 T — 0对它取极限. 

将解 ® = _，/^1)和® = _， M 2) 代入方程组(1)，并将得到的第二个关系式减 
去第一个关系式，于是根据 (6) ，我们 得到： 

/ii, r) . 

^ at - = 1桃叫，丁)轉， 叫， T) + 坻+办 川 ， r), i = ：[ ，…， n .⑺ 

J =1 

这个关系式当 

T\ <t <T2, \fii — ^*\ < p y |r[ < p, r 7^ 0 

时是正确的.因此函数 
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T 


/ 0时满足线性微分方程组 


n 





E 啪 


⑼ 


▼ 

3 


以及初始条件 


^ l { tQ ^ u r ) 




^(^0? M 2 ) — 0(^) ， Mi) 




T 


0 


丁 




虽然函数 《• = 1,…， n 仅当 r # 0时才有定义，但是方程 (9) 本身 
0时也有定义，而且它的右端函数在由不等式 


^1 < t < r 2 ， 


Mi 


<P, 


l r l <P 


( 10 ) 


描述的开集上有定义且连续.由于方程组 (9) 是线性的，因此根据定理3和定理13, 
这个方程组有以0为初始值的解 ’ 


V 1 = X l (t^ur), , y n 


( 11 ) 


它们在整个开集 (10) 上有定义且连续.根据唯一性定理 （定理 2 ), 在整个开集 (10) 上 


当 r # 0时，等式 




1， . . _，？! 


是正 确的. 但是等式 (11) 右端在包括 r 




此当 t — 0时并对等式 (11) 取极限，我们 得到: 


0在内的整个开集 （10) 上有定义且连续.因 


9 fii 


I im 0 ^ 叫 ， r ) = X% ^i 5 r)= X %Hu 0) 


( 12 ) 


由于这个等式的右端函数在开集 


r l < 6 < 广 2 ， |/Ui <p 


(13) 


上有定义且连续，因此在这整个开集上，偏导数^有定义且连续.特别它在 


点的某个邻域中有定义且连续 


^1 


其次，由于函数 y 


% 




因此函数 






1 ，…， n 满足当 T 




0 时的微分方程组 ， 


y 


z 








1， 


« _ 


， ，n 


也满足这个方程组.于是所有这些函数在开集 （ a ) 上都有对（的连续偏导数 
话说，在开集 ( a ) 上，存在连续的混合偏导数 


换句 


d 


d 




(14) 
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将显然定义在开集 (13) 上的解^ = ^⑺仏 )， i = 1,…， n 代入方程组 (1) ,我们 得到: 

二 f %#. Mi )， Mi) ， i = 1，…， n . (15) 

因为已经证明函数…， n 在整个开集 （13) 有对 M 的连续偏导数，而 
方程组⑴的右端有对变量 x 1 ， …， x ' 〆 ，…， V 的连续偏导数，所以关系式 (15) 的 
右边在整个开集 (13) 上有对 M 的连续偏导数.于是关系式 (15) 的左边在开集 （13) 上 
也有连续偏导数 

d^i\ v dt 

总之，两个偏导数 ( M ) 和 (16) 都在开集 （13) 上连续，因此根据分析上的已知定 
理，它们在这个集合上彼此一样. 

由于点#， 〆 )属于开集 （13) ，因此定理16的证明就彻底完成了. 

对初始值的可微性 

我们将考虑与在§23—样（见§23,公式 (14)) 的微分方程组 



右端函数与其偏导数 
连续.令 


X 


尸 ( tj 1 …，: r 





4 % 


_ 


(17) 


df 


起在变量，#空间的某个开集 r 上有定义且 


X = f ( t , x ) (18) 

为方程组 （17) 的向量记法. 

不同于§ 23 ,我们将假设变量只是未知 函数; c 的初始值$，而固定变量£的初始 

值 T ， 并设 r = 解对 T 的可微性下面用不到；而为了使得它成立，方程组 (17) 必 

须满足补充条件（方程右端函数对 f 的连续可微性). 

定理 17 设 


^(*^ 0,0 = = ( p 1 ((，（)，••• ,<p n (t 乂 )) 

为方程 （ is ) 以为初始值的不可延拓解.由定理 I 4 直接得出，函数幻在变 
量之 A •. • ，C 空间 t 的某个开集*5,上有定义且连续，于是，在整个集合义 i 偏导数 

. . 1 

—— ’ 一 1，…， rz 

存在且 连续； 此外，在这个集合上混合偏导数 

... 

— dtd^ ， D = 1 ， …， 

连续且与求导的顺序无关. 
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证明在§23命题 ( C ) 中给出的构造，把这个证明归结为定理 16. 由于§23中 
方程 (19) 的右端函数有对一切变量 y 1 , …，，，纟 1 ， … ，^的连续偏导数，因此根据定 
理16, 函数# (见§23, ( C )) 的偏导数 


u = i,- 

在整个开集 V 上有定义且连续，以及混合偏导数 








也在 y 上连续且与求导的顺序 无关. 其次，因为解是由必 ( Mo ,0 

按照§ 23 的公式( 2 3)当7 =纪时来确定的，所以从求出来函数妒仏‘0的性质得 
到在定理1 7 陈述中指出的函数0⑺幻对*应性质. 

定理 16 和定理 17 可以合并成一条 定理： 


定理 18我们假设，方程组 （1) 的右端函数在整个开集 f 上有对参数 〆,…，〆 
的连续导数.令 

= (VdM )， … ， / (K ， A*)) 

是方程 (2) 以紿4为初始值的不可延拓解.于是函数…在变量空间的 
某个开集 f 上有定义且连续.可以证明，偏导数 ’ 

d^j ， ~d^k ， h3 = 1 ，，" k = 1 ，…， I 

在整个开集 f 上有定义且连续.此外，混合导数 


~ dtd^ ~ 5 ~ did^i k 


在整个集合 f 上有定义、连续且与求导的顺序无关. 


这条定理的证明与定理17 
后引用定理 16. 


样，也是用§ 23 的变量替换(17) ? (18)(当 T )，而 


变分方程 


有时需要得到方程( 2 )的解对参数的偏导数当固定参数值# 


本 



的某些结果•但是，为此没有必要先找出方程( 2 )的解然后再把^看成变量 

而将解#((， 〆 )对 〆 求偏导；而是从一些线性微分方程组的讨论中可以得到这些结 

果^11似的情况也出现在方程⑽的解吨 £) 对初 始值夕 的偏导数当固 定卜； ^的 
研究. 
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( B ) 设 #(£，//) 



(以)，…，是方程 (2) 以‘吻为初始值的不可延 


拓解，并令 < m 2 为它当固定参数值0 =，时的定义区间.如果方程组 (1) 右 
边的偏导数^在区域 f 中连续，那么根据定理16，当，时计算出的偏导数 


d 


djji k 






柯(0, 


作为 t 的函数在整个区间 mi < t < m 2 上有定义且连续.我们令 




8 x 3 


m 






dp(t,x ， 从 ) 

dfi k 


i 仙）=跳沖， 〆 )， 〆 ）• 


根据定理 l 3 , 变量 t 的函数 / j ⑷和減⑷在整个区间 ml 
确定在区间 mi 


< t 




上有定义且连续. 


< 


m 2 上的线性方程组 


n 


y 




(19) 


称为方程组⑴当 〆 = ，时 （对参数）的 变分方程组. 于是，函数组 


V 


伽)， 


• * * 


V 




( 20 ) 


就是方程组 (19) 在初始条件 


咖 0) 


0 


( 21 ) 


之下的解组. 


为了证明'命题 ( B )， 将解 



代人方程组 (1) ,于是我们得到恒等式 


dt 

根据定理 I 6 ,这个恒等式的两边当^ 
间 t < m 2 上有定义，而且有 




( 22 ) 


^时都有对 〆 的偏导数，它对《在整个区 


9 dip% 以 d dip%#) 


dfi k 


at 


dt 


dfx k 


当 M = 〆 时将恒等式 ( 22 ) 对 W 求导，由于上述结果，我们看出函数组 (20) 构成了方 
程组( I 9 )的 解组. 为了得到初始条件01)，只需将初始条件 


^(亡0，綷) 





对沪求导就可以了，于是命题 ( B ) 得证. 
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( C ) 设#(《，$) = (/( U)， …， f (^))是方程( I 8 )以为初始值的不可延 
拓解，并令 rm < f < m 2 为它当固定值€ = %时的定义 区间. 根据定理17,当£ = 
时计算出的偏导数 

备 < p % x 0 ) = 朽⑷， 

作为 i 的函数在整个区间 rm <《< m 2 上有定义且连续.我们令 

变量纟的函数 / j ⑷在整个区间 rm < 《 < m 2 上有定义且连续.确定在区间 mi <亡< 
爪 2 上的线性方程组 

n 

y i：=r J 2 ^^y j ( 23 ) 

j — X 


称为方程组 ( I 7 ) 当初始值为 《 0 ，; c 0 时（对初始值）的 变分方程组. 于是，函数组 

V 1 = V ，…、 y n = ^j(t) 


(24) 


就是方程组 (23) 在初始条件 

(^ o ) = 5) (25) 

之下的解组，其中当 i # j 时有= 0 ,而< = 1 . 

函数组( 24 )构成了线性方程组(烈)的解组这件事情，完全与命题 ( B ) —样进行 

g 明，亦即将解 z =》(《，€)代入方程组 ( I 7 ) ，而后将得到的恒等式对夕求导.初始条 
件 (25) 从初始条件 


对 r 求导得到. 


^(^o,C) = C 


例题 

设 



P 

? 


. x n ) = f i ( x ), 



是自治微分方程组，而 



X = f ( x ) 


(27) 


是它的向量记法.其次设 

此 r ( a ) = o , 而函数组 d 
为初始值的解记为 


GL — 




a 1 


X 


#) 是这个方程组的平衡位置（见§15)，因 
an 就是方程组( 2 6)的解.方程 (27) 以0, £ 
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我们利用命题 ( C ) 计算函数 〆 ( a ) 对夕的导数当 € = a 时的函数,并记为 


d 




亡， a ) 




%⑷. 


(28) 


在这种情况下，函数 


m 


dr ( a ) 

dx ^ 


a 


r 

3 


是常数 _ 于是变分方程组 (23) 在给定情况下是常系数线性齐次方程组 


y i = J2 a jy j ^ 


(29) 


而作为方程组( 29 )的解，导函数(此)容易求出，但这时想要求出作为变量$的解函 
数, —般来说,是很困难的. 

正像我们在下一章要看到的那样，变分方程组 (29) 对于方程 (27) 在平衡位置 a 

附近解的性质研究起着重要的 作用. 但是，以后方程 (29) 不是作为变分方程组，而是 

作为方程组( 2 6)在平衡位置 a 附近的线性化而出现.方程组 (26) 的线性化是用下面 
方法来实现：代替未知函数 x 1 ， …，，，用公式 


X 


I 


d 1 + Sx l , i 




1，… n 


(30) 


引进新的未知函数 


fe 1 , … ,Sx n . 


在方程组( 26 )中用 00) 进行变量替换，并将它的右边展开成新未知 函数知 1 ，…， Sx n 
的泰勒 （ Taylor ) 级数，我们 得到： 


d 
dt 


Sx 




dfH 


n 


J-1 



8 x ^ 



a W + 


3 


(31) 


3 - 


其中没有写出来的项是关于量知 $ 的二阶小量. 

将方程组( 3 1)线性化之后，亦即只保留它的线性项，我们得到与方程组 (29) 相 
同的方程组. ^ 


§25. 首次积分 

这一节将给出有关首次积分的概念并解决一阶线性偏微分方程的边界问题. 

首次积分 

设 

x% = 尸 ( 工 1 ， ... ， $ n ) ， i = …， n 
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是标准自治方程组，右边函数与其偏导数在变量，#空间的某一开集△上有 
定义且连续，并令 

X = / ㈤ （ 2) 

为这个方程组的向量记法. 

( A ) 设函数 

^( x 1 , • • • , x n ) = u ( x ) 

与其偏导数在某个被包含在 △ 中的开集 G 上有定义且连续.如果当把其轨线全部 
位于集合 G 中的方程 (2) 的任意解 a : == ⑷代入函数 w («) 时，我们得到关于 t 为常 

数的量，也就是说，函数 uMO ) 只与解 f ⑷的选取有关而与变量 t 无关，那么就称函 
WLu { x ) 为方程组 (1) 的首次积分.于是，方程组 (1) 的任何首次积分都满足条件 


71 



du ( x ) 

dx { 


f(x) 


= 0 ; 


(3) 


反之,每一个满足条件 (3) 的函数都是方程组⑴的首次积分. 

我们来证明方程组 (1) 的首次积分 w ( aO 都满足条件 (3) .令$ 为集合 G 的任一 
点，而 : r = #⑷0为方程 (2) 以0, $为初始值的解.于是我们有 


i=l 、 

因为$是 G 的任 一点， 所以关系式⑶在集合 G 上成立. 

现在假设函数 w ( a :) 满足关系式 (3) ， 并令 a : = p ⑷是其轨线位于 G 中的方程 (2) 
任一解.把 a : = ⑷代入函数 w ㈤ ，我们得到某个函数 


v(t) 



㈣ )). 


把这个函数对£求导，我们得到 


dv(t) 

dt 


n 



誓户_) 


o 


因此， w ( p (0) 与（无关, 


下面对于方程组 (1) 的首次积分讨论，将在开集 A 内点 a 的某个邻中完全局部地 


进行，而点 a 不是方程组 （1) 的平衡位置: 


/( a ) ^ 0. 


⑷ 


( B ) 方程组 (1) 定义在点 a (见 (4)) 某个邻域中的首次积分 


奴 1㈤ ， … ^u k {x) 
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称为在点 a 独立或简单称为独立的，如果函数矩阵 



i = 1 ，…, 


) =1，…，几 


的秩为 A ：. 于是在点 ci 的某个邻域中（见 (4)) 存在方程 (1) 的 n - 1个独立首次积分. 

我们来证明这个结论.由于向量/⑷部位零，因此在它的分量中至少有一个不 
为零，我们假设 




令£ = ( C 1 , …， f 1-1 ，”) 是接近于点 a 的点，而$ = 是方程⑵以初始值0，之 

为初始值的解.在坐标形式下，这个解可以写成 形式： 

xi = 作 / 1 ， … ， C n_1 )，i = 1 ， … ， n. (5) 

我们将把这组关系式看成是关于未知量 


6 …， O (6) 

的方 程组. 当= 0 ^，纟= l ，...， n ， 时，这个方程组显然有解 f 1 = &，…， f-i = 

1 = 0, 而且方程组 (5) 的函数行列式在这一点处不为零 • 

事实上， 




e , 


1，… ，n — 1 ， 


a 


n 


因此 


9^(0, a 1 ,* 5 a n ~ x 




磅， 


1 


， ，n 


■ 

3 


!_，.*• ， n — 1 ， 


⑺ 


m 


f n (a) ^ 0 


由此看出，使我们感兴趣的函数行列式不为零.于是存在点 a 的这样邻域 G ，使得 
当 as 属于 G 时，方程组 (5) 关于未知量 (6) 可解（见 §33), 且这个解可写成形式： 


C 1 - U l (x ), …， ^ n_1 - u n ^ l (x ) , t = v(x). ⑻ 

我们来证明，出现在这些关系式中的函数 


wH®) ， … ,u n ^(x), (9) 

是方程组 （1) 的首次积分，而且在点 a 独立 • 方程组（ 5 )的函数矩阵已找到了 
(见 ⑺); 从它的形式容易得出函数矩阵 

■u- ， ^3 = !,••* ,n- 1 


§25. 首次积分 


•161 * 


是单位矩阵，因此函数组⑼是独立的.现在证明，它们是方程组⑴的首次积分.为 
此只需证明，当把方程 (2) 的任意解 a = w ⑷代入函数组 (9) 时，它们变成与《无关的 
量.因为函数组 （8) 是函数组 （5) 的反函数，所以函数 (9) 满足恒等式 

i=l ， ..* ， n-l (10) 

(见§ 33 ,例题 1). 于是，当把解$ = 0代人函数组⑼时，我们得到与*无关的 

量. 

现在 假设; ^ = ^⑷是方程（ 2 )经过邻域 G 中的任 一解. 令‘吻是它的初始值， 
而且吻属于 G . 因为函数组 （5) 当 ; r =吻时是可解的，所以存在经 过点; C 0 的解 
x = 因此解#(《)可以写成 形式： 


ip(t) =<p(t^c^o) } 

_ 

其中 C 为常数（见 §1 5 ，( B )). 因此，当把⑷代入函数^ ㈤ 时，根据 (10) 我们得 
到 

^*(^(0) = + c ,^ o )) = 益 ， 《_ = 1，…， n — 1 . 

因此命题 ( B ) 得证. 

( C ) 设 

w 1 ㈤ ， … ， u n - 1 ㈤ (11) 

是方程组 (1) 在点 a 独立的首次积分，而且 


u l (a) = b l ， i = 1, ■ * • , n — 1, 6 = (6 1 , … ， 6 n - ”， 

并设为方程组 ( i ) 定义在点 a 邻域中的某个首次积分.那么存在这样的函数 
WV ， … ，2/ n —' 它定义在变量 y 1 ，... ，泸- 1 空间点6的某邻域上，使得恒等式 


w(x) 




W(u l {x) r ^ ， 


u 


n—l 


㈤ ) 


( 12 ) 


在点 a 的某个邻域上成立. 


我们证明这个命题.根据 ( A )， 首次积分 d ( x )， … ， a - 1 ( a :)， 〆 ®) 满足关系式 


n 


E 

i=l 


細 » xi 


dx 






0, 


■ 

3 






■ ■ 


.，n 


8w{x) 




因此这些首次积分就不是独立的（见(旬).同时，首次积分 (11) 是独立的.根据分析 
上的已知定理（见§3 3 ,例 2 )，由此得出存在满足关系式 (12) 的函数 
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如果我们知道方程组 (1) 的一些首次积分,那么就可以减轻方程组 (1) 的求解工 
作.下面的命题确切地讲述了这种情况. 

( D ) 设 

u k +1 ( x ), - - - , u n ( x ) (13) 


是自治方程组 (1) 在点 a 独立（见 ( B )) 的一组 n - 个首次积分.利用函数组 （13) 可 

以把方程组 （1) 降低 n - A 阶，也就是把它变成 A : 阶的自治 系统； 特别，当有最大数 

目 n - 1个独立的首次积分时，自治系统⑴可以化为一阶方程式，因此可以通过求积 
来对它进行求解（见 §2，( B )). 

我们来证明命题 ( D ). 因为首次积分 (13) 是独立的,所以在函数矩阵 

y q x j ) ， i = fc + l ， ... ， n ， j = ,n 


中存在其行列式不等于零的 n - fc 阶子方阵.为确定起见，假设矩阵 

的行列式不为零.利用这个假设，我们在点 a 的邻域中引进新坐标 

y 1 ，"， (14) 


来代替原来的坐标 



并令 

A 

^ = / +1 =^ +1 (®),-.. , y n = u n ( x ). (15) 

通过这些公式确实引进了新坐标 〆 ， • • _，，，因为关系式组 ( is ) 的函数行列式在点 a 
的邻域不为零（见 §33). 在新的变量组 (14) 之下，方程组 (1) 取如下 形式： ^ 


W(y ， … ， y n )， i 


1 ， … •，n • 


(16) 


但是由于 ( I 3 ) 中的每个函数都满足条件 (3) ，所以当 


% = 


A + 1，…，72时，我们有 


• I 

y 


d 




dt 


作 1 ， …， x n ) 


n 



3 


du z ( x ) 

8 x 3 


尸 ㈤ 


!»!■ I 


()• 


这样 


来， 


9 


fc+i 


(y) 




0 , 


…， 9 n (y) = 0 * 


因此，方程组 ( ie ) 实际上是 a ； 阶的自治方程组. 


一阶线性偏微分方程 
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关系式⑶可以看成是关于未知函数的 偏微分方程, 其自变量为#， . 
在命题 ( B ) 和 ( C ) 中建立了当 /( a ) 一 0时，这个方程在点 a 的邻域中存在 n 


X 


n 


1个独 


立解，而且在有了这 n - 1个独立解之后，借助于公式 (12) 可以得到任何其他的解. 
这时，显然用公式 (12) 给出的一切函数都是方程 (3) 的解.在这种意义下可以认为方 
程 (3) 已解出 来了； 这就说明了如果我们会解方程组 （1), 那么也就会解方程 (3) .但 


是也可以从另外的观点来求解方程 (3) ，也就是可以对方程 (3) 或者甚至比 (3) 更一 
般的方程提出并解 决边值问题. 

( E ) 假设 


n 






du 

dx l 


F{x^ u) 


(17) 


是关于未知函数 w ㈤ 偏微分方程，其中 F (; c ， w ) 是某个给定的函数，它有对其所有变 


量的连续一阶偏导数.其次，设 


^ = ，严一巧 (18) 

是在向量形式下给出的某个"_ 1维曲面的参数记法，它当 f … = r - 1 = 0时经 
过点 a 的，因而 

€(0,…， 0) = a . 

我们将假设，曲面 (1 S ) 是可微的,且在点 a 处不与向量 /( a ) 相切，也就是向量组 

gj ( 0 , …， 0 ) ... 

dt 1 ，’ di ^— 1 ，八 a ) ( 19 ) 


线性无关.最后设 


M , 1 ， …，广 ” (20) 

为给定在曲面( I 8 )上的某个 函数. 可以证明，在点 a 的邻域中存在方程(1 7) 的唯一 
解 u { x ), 它在曲面 ( IS ) 上与给定的函数 (20) 相同，因此 

w (卽\… ，严一 1 ))^^… 1 ，…，尸一 1 ). 


为了求岀解 w ( a ?) ，利用方程组⑴从曲面( I 8 )上出发的 轨线. 这些轨线称为方程 （17) 


的特征线. 


、我们证明命题 ( E ). 为此，我们在方程组 (1) 相空间点<3的邻域中引进新坐标 
来代替坐标: r 1 ，，，. ，#_设 x = _，,••• ， P _ i ) 是方程⑵从曲面（ 18 )上的点 

卽 1 ，…，— 1 )出发的解，也就是以 o ，|( P ，... 为初始值的解. “ 

于是我们有一组关系式 


= <^%爭,… ^ 1 )， 


s = 1 ， … ， n ， 


( 21 ) 
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它们的右端有对变量 t ， t 1 ， •…， 尸 


-1 


的连续偏导数（见定理 17). 如果把其中的变量 


M 1 ， 


■ » . 


， t n 


— 1 


( 22 ) 


看成未知量，那么这个方程 组当 ; c 


a 


时有明显解 


t n 


_1 


0, 


并且它的函数行列式在这一点处不为零，这也可以从向量组 (19) 的线性无关性得出. 


实际上， 


，尸 


-1 


d 

d ? 


e ( o , 


d 


，0); 此外， 瓦 ( f (0, 


)=£(6 …, i n _1 ), 因此偏导数 …，0 )等于 

，0) = /⑷.因此，关系式组 (21) 给出在点 a 的某 


个邻域中引进新坐标( 22 )来代替坐标 V ，…，#的可能性（见 §33). 在这些新坐标 
下，方程(⑺写出来特别简单，并且可以很容易解决命题 ( E ) 中所提出的边值问题. 
令 u (®) 为定义在点 a 邻域中的某个函数 • 将其中的 变量; r 1 ，... ，，按照公式 （21) 用 
变量 (22) 来 代替; 于是我们得到函数 


v ( t，t 


_ • 






咖 ( M 1 ， 


S 




71-1 




由此可得 


dv{t^t x 


« _暑 




n 


dt 


E 

2=1 


響/扣)， 


其中 = WM 1 , …因此，在变量( 22 )之下,方程 (17) 取得形式 


dv^t 1 ， 


jt 


tl— 1 


dt 


尸 ( wQj 1 ，... ，尸 — 丄），幻化 t 1 ，... ，尸 


-x 


)) 


(23) 


因为曲面 ( l 8 ) 在坐标 (22) 之下由方程 t 




它当亡 


m 


0时变成为给定的 函数抑 妒， 


♦ _ 


0给出，所以我们应当求出方程( 23 )的解， 
，尸一 为了找出这样的解，应当求解方 


( 23 );把( 2 3)看成是自变量^的常微分方程，而变量纟 1 ，…，产- 1 看成为参数.这时 


应当寻找以 


0 , 裤 1 ，… , r _1 ) 


为初始值的解.根据定理18,得到的函数… J "- 1 ) 对所有变量有连续导数 

于是命题 ( E ) 中提出的边值问题就解决了. 


注设 


X 


% 


户心 1 ， …， x n ) 


(24) 


是非自治的微分方 程1 为了能对这个方程组？ I 人首次积分的概; f ：， 我们在引进了附加未知函数 


X 


n+1 


之后，就把它变成了自治方程组，于是用方程 


X 


n+1 


补充后的方程组 （24) 就是自 治的； 它的首次积分就认为是方程组 (24) 的首次积分. 
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例题 

设 

H = , x n ; y l r - , y n ) = H { x , y ) 

是两组变量的函数.常微分方程组 

^ f = - 基 H ( x ， y )，i = 1 ， … ，打 ’ (26) 

称为 哈密顿 ( Hamilton ) 系统，而函数丑 ( x ， J /) 是这个系统的哈密顿函数.直接验证即 
知函数 (25) 是系统 (26) 的首次积分. 




第五章稳定性 


许多机械、电子以及其他类型设备（机器、仪器等）的工作是用常微分方程组来 

描述的.常微分方程组总有无穷多个解的解集，而为了给出一个确定的解，需要指出 

它的初始值.然而在实际中使用的设备通常都是工作在完全确定的状态，而且在设备 

的工作中，骤然看来，在任何情形下都不可能岀现有对应于方程组各种解的无穷多 

个工作状态.这可以那样来说明，即或者在启动设备时就以某一确定的方式选择了 

解的初始值，或者仪器持续工作后初始值的影响消失了，而设备的工作稳定在定常 

解上.后面一种情况我们在讨论电路时已经遇到过.我们再引进一个 例子： 挂钟的摆 

动.不论钟摆在启动时与垂直位置偏离大小，钟摆的摆动是完全确定的.如果钟摆启 

动时偏离不很大,那么经过几次摆动之后它就会停止下来.如果偏离充分大，那么经 

过短暂的时间之后，摆的振幅将成为完全确定的，而挂钟将以这个振幅一直走下去. 

因此，描写挂钟工作的微分方程组有两个定 常解： 对应于挂钟处于不动状态的平衡 

位置，以及对应于挂钟在正常运转的周期解.而这个方程组的任何其他解，这些解无 

疑是无穷多的，很快地趋于这两个定常解中的 一个， 且在不长的时间之后，它们实际 

上就变得没有差别.在某种意义下，所指出的两个定常解中的每一个都是稳定的.这 

就意味着，如果我们选取的不是定常解，而是在开始时与定常解偏差不太大的解，那 

么所选取的非定常解就趋于定 常解. 这就是解的稳定性定义不十分确切的说法.从 

这个例子还看出，描写挂钟工作的方程组,其相空间分成两个吸引区域.如果初始值 

取在其中的一个区域，那么解将趋于平衡 位置； 而如果初始值取在另一个区域，那么 
解就要趋于周期解. 


从上述例子看出，为了彻底了解任何设备的工作，最好找到关于描写这个设备工 
作的微分方程组相空间好的表达式.这时重要的是知道这个方程组的所有稳定解. 
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从解对初始值的连续依赖性定理（见 §23) 我们已经知道，如果给定了有限的时 
间区间，那么当初始值的偏差充分小时，解的偏差在整个给定的时间区间上也是很 
小的，但是解的这个性质绝不意味着稳定性.至于说到稳定性，只要初始值的偏差是 
很小，那么解的偏差在无限长的时间区间上也必须很小. 

本章基本上就讲述平衡位置和周期解的稳定性问题 

本章还包含了两个对于技术问题的重要应用，即讲述了维什涅格拉德斯基 
( BtmiHerpaACKMft ) 关于安装有瓦特调节器的蒸汽机工作研究以及安德罗诺夫 ( Ah - 
JXPOHOB ) 关于不衰减电振动的电子管振荡器工作研究.其中第一个是自动调节理论 
的基础性工作，而第二个是非线性振动理论的奠基性研究. 

在§ 30中介绍了二阶自治方程组平衡位置附近轨线性态的研究，它不完全是有 

关稳定性问题.这一节就其难度来说，稍微超过了本书的平均水平.还有本章的最后 
一节（§31)，就其内容来说是更难的. 

§ 26 . 李雅普诺夫定理 

本节将给出李雅普诺夫稳定性概念以及应用到自治方程组（ §15 )平衡位置稳 
定性的充分条件. 

平衡位置的稳定性 

设 

x% — 广卜 1 ，工 2 , * ’ •，工 n ) ， i = 1，2 ,…， n ⑴ 

是标准的自治方程组，而 

jfe = f ( x ) ( 2 ) 

是它的向量记法.关于函数 

/ W ，.. •，: r 71 )， i = 1,2,... , n , (3) 

我们将假设它们在变量 o : 1 ， …， x n 空间中的某一开集 △ 上有定义且有连续的一阶偏 

导数.在下面建立稳定性判据时，将加强对它们的可微性 要求： 即假设函数⑶在集 
合八上有连续的二阶偏导数. 

在没有正式给出李雅普诺夫稳定性的定义之前，首先尽力说明一下稳定性的思 
想二如 果方程( 2 )的一切解当 i = 00寸从充分靠近 a 的点出发，以后 （即 〖〉0时）就 
永远保持靠近点 a ，那么就应当认为方程(幻的平衡位置 a = ( a i ， …， a n ) 是稳定的. 

稳定性的物理意义是显然的.用方程( 2 )来描述其运动的物体（例如，某一台 机器） 

仅当平衡位置 a 是稳定的时候，才能处于平衡位置 a 的状态，否则由于随机的扰动所’ 
引起与平衡位置的微小偏差就可以招致物体远离平衡位置. 扪 扰动所 
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下面用 W (纟，$)表;方程( 2 )以# = 0, a ? 〒《为初始值的解，因此，是数值 
变量纟及向量变量$且满足条件 

#(0，€)=芒 (4) 

的向量函数. 

定义 方程 (2) 的平衡位置 a 称为 李雅普诺夫稳定的， 如果 ( a ) 存在如此小的正 
数 p , 使得当 |4- a | < p 时方程⑺的解#(£，幻对所有正的 t 值都有 定义; ( b ) 对于任 
何正数 e , 总有这样的正数 J < p ， 使得当 R - a | < J 时有幻 - a | < e 对所 

有尤> 0成立.方程⑺的李雅普诺夫稳定平衡位置 a 称为渐近稳定的， 如果 ( c ) 存在 
这样的正数 a <〜使得当 \ i - a \< a 时有 


IhpJ 冰 o 



0 , 


我们首先给出常系数线性齐次方程组平衡位置的稳定性充分条件. 


(A) 


设 



Ax 


⑻ 


是向量记法下的常系数线性齐次方程组.它的以0，$为初始值的解记为 幻. 
果矩阵乂的所有特征值都有负实部，则存在这样的正数 a 和 r ， 使得满足不等式 



^ r |^| exp (~ ai ) 


0 


( 6 ) 


从不等式⑹直接得出，方程 (5) 的平衡位置 ；E = 0是李雅普诺夫稳定的，而且是渐近 
稳定的， 

我们来证明不等式 (6). 我们令 

A = (aj) ; L(p) ^ (a} - p6 )). 

于是利用微分符号 p (见§ 7)，可将在数量形式下的方程 (5) 写为方程组 

n 

Y^L)(p)x 3 = 0, i = l ， 2, … ， n. ⑺ 

3=1 

% 

设 <( p ) 是矩阵 L ( p ) 中元素句⑼的代数余子式，因此满足恒等式 

n 

E M 加 L» 5gD(p ) ， 

i=l 

这里 D ( p ) 是矩阵 i ( p ) 的行列式.用多项式 M /^ p ) 乘关系式⑺，而后将所得到的关 
系式两边对 i 求和，即得 



(p) L j(p)x j - ^2 



j 


D{p)x K • 


于是，如果 
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X = (x l ^x 2 ^ - ,x n ) 

是方程 (5) 的某一个解，那么每一函数 d 都满足微分方程 

D(p)x l = 0. 

因为根据假设，多项式 Z?(p) 所有的根都有负实部，所以（见 §9 ， (A)) 函数 d 满足不 
等式 

\x l \ ^ .R€xp(-a^) , I = 1,2, ' • ,n, t 彡 0 ， 

其中 i ? 和 a 是与 z ‘无关的正数.从这个不等式得到不等式 

《 y/nRe^{—at) , t^O. 

最后这个不等式在更一般的假设下早已证明过（见 §11，( B )) ;这里重新进行证明 • 

令为第 i 个坐标的单位向量，因此 


& = (()，•._ ，: I ，…，0)， 

这里1 是在第 i 个位置. 其次再令咖⑷为方程 (5) 以 ei 为初始值的解，因此 


于是方程 (5) 以 


咖⑼ == C{ , i = 1,2, • * • , 72 . 


为初始值的解岭(《， £) 显然可以写成 形式： 


i=l 

因为对于每一解 Mt ) 满足不等式 

^ VnRexp(-at), O 0, 


⑻ 


所以解岭(^)显然满足不等式 (6). 

平衡位置 ® = 0的李雅普诺夫稳定性直接从不等式⑹ 得到. 事实上，如果 e 是 
给定的正数，那么只要取 e / r 为5就可 以了. 渐近稳定性也从不等式 (6) 推 


.170 • 


第五章稳定性 

李雅普诺夫函数 

在建立非线性方程组 (1) 平衡位置的稳定性判据时,利用了所谓基于方程组的导 
数; 它不仅是在李雅普诺夫定理的证明时有用. 

( B ) 令 

F ( x 1 , x n ) — F ( x ) 

是某一个变量 x 1 ，…，#定义在开集 △ 上的可微函数.它在点 X = ( a : 1 ，…， W ) 处基 

于方程 (1) 对 t 的导数是用如下方法 定义： 令 p ⑷是方程 (2) 在某一个£ = b 的值时 
满足初始 条件： 

¥>(^o) — X . 

的解.基于方程组 (1) 的导数 

F { i )( x ) 

用公式 

^(1)(®) =羞巧冲)) 

来定义，或者根据全导数的公式有 

巧 1)(®) = 亡學 ^户⑷ . (9) 

i=l 

从公式⑼看出， 导数# ⑴⑷与解冲)无关，而由点尤的选取所唯一地确定. 

现在来证明自治方程组的一个性质. 

( c ) 我们仍然用幻记自治方程⑵以0,$为初始值的解.于是，函数9(《，幻 
满足等式 

沖’咖，€))=外 + “). (10) 

我们来证明公式 (10) .令 

m (5,0， (11) 

这里 s 是固定的数，我们考虑方程 (2) 的解 


91 ⑷ = • 

因为沖，0是方程⑺的解，所以根据这个方程的自治性（见 §15，( A )), 由关系式 


<P2(t) 




<P ( 古 + t，（) 


确定的函数灼⑷也是方程的解.于是我们有方程⑺的两个解灼⑷和内⑺.其次， 


由 (4) 式有 


¥? 1 ( 0 ) = <p(0 y 7j) -7] J 


而由 （11) 可得 
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<f2(0) = =7f. 


因此解 A ⑷和 A ⑷有相同的初始值，所以是一样的，这就是说关系式 (10) 成立. 

在李雅普诺夫定理的证明中，称之为李雅 普诺夫 函数的某种正定二次型函数起 

了主要 作用. 我们先给正定二次型函数的某些性质（见 ( D ))， 然后再来构造李雅普 
诺夫函数本身（见 ( E )). 


(D) 令 

X = 

是为 n 维空间的向量变量.由公式 



( 12 ) 


n 

W(x) = WijX l x^ 

i,j=l 


确定的函数称为 向量; C 的二次型，这里的 



■ , 


是实数.如果当时有 


W(x)>0, 

那么二次型 WOr ) 就称为 正定的 • 可以证明，对于任何正定的二次型 W (x) ， 总可以 
找到两个这样的正常数使得对于任何 向量; c 都有不等式 


^\ x ? < W(x) < p\x\ 2 (13) 

成立.由此得出，对于任何 ; r (见 (12)) 有不等式 



(14) 


成立. 

我们来证明数/ X 和1/的存在性.为此，我们考虑当$在单位球面上变动时亦即 
满足条件 


旧 = 1 (15) 

时函数 W (幻值的估计.因为球面 ( IS ) 是有界闭集，而函数是连续的，所以在 
球面( I 5 )上它达到最 小值# 和最大值 ".由 于球面⑽上所有的向量都不为零向量， 

所以数 " 和1/都是正的.令 x 为任意 向量； 于是我们有 a ： == A $， 这里向量£属于球 
面( I 5 )，因此对于向量$满足有不等式 


^ W{i) < X ， 


用 A 2 乘这不等式两边就得到不等式( 13) . 

现在转到李雅普诺夫函数的构造 • 
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* 


( E ) 设 



i=i 



(16) 


为常系数的线性齐次方程组，而且矩阵乂 = (4) 的所有特征值都有负实部.于是存 
在正定二次型 W ( x ), 它基于方程组 (16) 的导数（见 ( B )) 满足不等式 


W ( 16 ] ( x ) < - f3W { x ), (17) 

这里 z 为任意向量，/?是与向量 x 无关的正数. 

我们来构造二次型 W ( x ). 我们认为方程组 (16) 是向量方程 (5) 的数量写法.如 
同在命题 ( A ) 中一样，把方程⑹以0，$为初始值的解记为診(《，0;于是我们有（见 
⑻） 

n 

雄 €) = ⑷. (18) 

i -1 

现在令 

w ii ) = f \^( r ^)\ 2 dr , (19) 

Jo 

根据 (18)， 我们有 

W (^)= f {^ i { r )^ j { r )) dr , (20) 

hj—l 0 

因为每一个函数也⑷都满足不等式⑴) ， 所以在 ( M ) 右端的每一反常积分都是收敛 
的，因此是一个关于向量$的二次型.这个二次型是正定的，因为当时， 
公式( I 9 )中的积分表达式是正的，所以 wr ) > o . 现在计算函数基于方程’ 

组⑽的导数咏⑽⑹.为此，根据命题 ( B ) ，我们引进过点$的解#，幻，并由此计 
算函数 0) 当卜0时的导数.在前面 ( C ) 中我们看到 


h 轉 ， O 0( 丁 + 以 ), 

所以 

『 _’ 幻) = 乂 \^(r^(t ， m 2 dr = ^°° \^(t + r,i)\ 2 dr = 厂 ㈣ t ， 幻 | 2 咖 • 

因此我们有 

‘) ⑹ =I 轉 (“ ))L = If 1 似 )i 2 H t= 。 = h 制 i 2 “=-ie 

于是,我们得到等式 

^(16)(0 =-旧 2 , 
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但是根据 (13) 中的第二个不等式有 




所以得到 




因此不等式 (17) 得证. 


李雅普诺夫定理 

最后转到李雅普诺夫定理的叙述和证明.设 


a —— ， 


^ « 


,o 


是自治系统 (1) 的平衡位置.令 


X 


a 


% 


+ Ax 1 , 


1，…， n 5 


( 21 ) 


并取量 


Az 1 ， △: c 2 , … ,Ax n 


( 22 ) 


作为新的未知函数.把( 2 1)代入方程组 (1) 之后，将其右端对变量 (22) 用泰勒公式进 


行展开，我们得到 


Ax 


户⑷ 





1，…， n ， 


(23) 


3 


这里纪是关于未知量( 22 )的二阶无穷小量.因为 a 是方程组 (1) 的平衡位置，所以 


f { o ) 




0； 


其次，令 


al 


我们可以把 (23) 写成形式 


dP(a) 

~d^r 


(24) 


n 


Ax 1 




1，…， n 


(25) 


定理 19 如果矩阵 4 




( a })( 见(加)）的所有特征值都有负实部，那么方程组 
i ; 更仔细地说，存在这样小的正数 a ， 使得当 \^- a \< 


⑴的平衡位置 a 是渐近稳 定的； 更仔细地说，存在这样小的正数 a 使得当 | 左 

a 时，有不等式 ’ K 

I — a | ^ r | ^ — a | e~ at 

成立，这里 r 和 a 都是与$无关的正数. 


a | e 


—at 


(26) 
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证明我们将认为方程组 （1) 的平衡位置 a 就是坐标原点，即 a 
坐标系的平行移动总可以做到这 一点； 这时矩阵乂并不改变.令《 = 


= 0. 因为通过 
0之后，我们有 


Ax 




因此方程组 (25) 写成 形式: 


n 


X 






1，…， n 


(27) 


其中 


R { 



± 


j ， fc=i 


将方程组 ( 2 7) 线性化，即丢掉余 项纪， 即得到线性方程组 


n 


X 




1 ，.“ 


(28) 


3 


现在令 W ( x ) 为线性方程组 ( M ) 的李雅普诺夫函数（见 ( E )). 计算函数 W ( x ) 基于方 
程组( 27 )的导数 W (27) ( x ). 我们有 


中 ㈤ . 


m v 

hJ 


dx i 


R l 


2=1 


由于函数 W { x ) 满足不等式 (17) ，所以我们有 


W ( 27 ) (X) < -/3 W ( x ) + 

.~f (jX 1 


我们现在选取充分小的正数&，使得当 


W { x ) ^ b 


(29) 


时，向量 ® 属于集合△(根据 (13) 式，这样的6是存在的) • 由于二阶导数 g y ( ㈣ 是 
连续函数，因此它在椭球 ( M ) 中是有界的，所以在这椭球中有 9x3dxk 


2 ^ * 


k \ x \ 2 彡 




W ( x ), 


其中 * 为某一常数_其次，因为是关于 X 1 ... 


dxi ^ 


的线性型，所以 
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这里 /是某 一常数（见 (14)), 于是，存在这样的常数 g ， 使得当 W ( x ) 彡6时我 们有： 

±^M R ^ q w( x )i. 

i=l 

现在用这样的方法来选择正数 C ， 使得 

c ^ 6, q^/c ^ ^ . 

2 

于是只要满足不等式 

W ( x ) < c , (30) 

我们就有 

^( 27 )( x ) ^ . 

令 a ^ ,就得到不等式 

4 

W {2 r ) ( x ) ^ -2 aW ( x ) , 

这个不等式是正确的，只要 a ; 满足不等式 (30). 

令《为椭球 (30) 的内点，即满足不等式 

I 

W ⑹ <c (31) 

p 

的点.与前面一样，用冰，幻记方程组( 2 7)以0, f 为初始值的解，并且令 


w ( t )= W ( cp ( t ^)). 

函数切⑷对于使得解冲，0有定义的所有^ 0的值都有定义，而且根据命题 ( B ) 
它还满足条件 

仏⑷ < —2 aw ( t) y (32 

只要它满足不等式 


仿⑷ (33) 

如果解 V ^，0 不是对所有正的 t 值都存在，那么点 a ： = $) 当 i 增加时必定离开椭 
球( 3 0)(见 § 24 ’( B )). 假设点 a ： = 冰 幻离开了这个椭球，并令^ > 0是它第一次到 
^橢球边獅道 •于 是，植间0 O 以上，点 V >( U ) 属于椭球 ㈣ ，因此不等 

式(3 2 )成立， 所以仏 ⑷是非正的.从而。=邮 '） < 切⑼< c ， 这是矛盾 

于是函数 p ( i ，£)， 以及还有函数 t /; ⑷都对所有正〖值都有定义，而且满足不等 
式( 32 ) •如果以0 ， 那么 w ⑻ > 0，而且从不等式( 32 )出发可进行如下的 计算： 
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In w(t) — ln(0) < 一 2at* 

最后的不等式给出 

W (< p ( t ^))^ W (^) e- 2a K 

由此不等式，并利用不等式 (13) ，我们得到 

I ^0| 2 <- I €| 2 e ~ 2a< , 0 0， (34) 

而且只要 C 满足不等式 (31) ，不等式 (34) 就成立. 

根据 (13) 式中的第二个不等式，从关系式 

⑹ 。# (35) 

得岀不等式 01) . 于是，如果满足不等式 (35) ， 那么不等式 (34) 就正确 • 因此把 （34) 
开平方之后，就得到不等式 

y ^| e _ af ， ^0, 

它与不等式( 26 )完全一样，只要取 r = 而 a = 0. 于是定理19得证. 

下面的命题 ( F ) 在某种意义下描述了与定理19中所考虑的正好相反的情形_ 

(F) 方程⑺的平衡位置 a 称为完 全不稳 定的，如果存在这样的正数 a ，使得方 

程⑺以球 W ^中的点《 〆 a 为初始值的一切解 必定离开这个球而不 
再回来，也就是可以找到这样的正数 T = T ((), 使得当 * = 了时解有定义，而 

对于所 有尤〉 r 的值，只要/(⑶有定义，它就满足不等式 | 冰，幻 _ a | 彡 a . 于 

是可以证明，如果矩阵的所有特征值都有正实部，那么方程 (2) 的平衡位 
置 a 就是完全不稳定的. 

为了证明命题 ( F )， 我们利用在证明定理 I 9 的过程中所建立坤某些结果;这时， 
和以前一样，我们将认为 a = 0. 对于方程⑵按照假设，矩阵 f 學… y 的所有特征 

值都有正实部，除了方程 (2) 之外，我们还考虑方程 於 

x = - f ( x ), (36) 

显然对于这个方程，点 0 满足定理 19 的条件.按照在证明定理 19 时给出的构造，对于 
方程( 36 )来说，在条件⑻)之下，存在满足不等式 ’ 

中 ( 36 )(®) < -2 aW ( x ) 
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的李雅普诺夫函数 W ( X ). 把这个不等式的左边用明显的形式写出来（见⑼)，就得 
到 

^(36)(*) = E - 户 ㈤)< ~ 2 ^(X) 

i=l 

或者换一个形式写成 

VT ( i )( x ) ^ 2 aW ( x ). 

当满足不等式 00) 时，这个不等式显然是正确的.现在设$为椭球 (30) 的某一个内 
点（见 (31)) .令 

对于函数 TO ⑷，当不等式 

w ( t ) ^ C 

成立时，它满足不等式 

邮）> 2 aw ( t ). (37) 

由于€ / 0,所以 w ⑷ > 0,而且从不等式 (37) 可作下面的计 算： 

^ >2a; J 0 ^j dt>2at 当 *> 0 ; 

切 (O w (0) e 2 加； W ( ip ( t ^)) ^ W { i ) e 2at . 

从最后的不等式得出，当 i 增大时，点 a ; = 冰， 0必定走出椭球 ㈣ 的边界，因而离 

开椭球的内部 • 我们来证明，以后它不返回到捕球 (30) 的内部.假设 相反; 于是就可以 

找到这样正的 〆 值，使得吨 '） = c ， 而对于一切充分小的正值以，满足不 等式吨 ' + 

△0 < c . 从最后两个关系式得出叫幻 < 0,而这与不等式 (37) 矛盾；由于当 f = 
f 时扣(^) = c ，所以（3乃式是正确的. 

因此，^就证明了当$ / 0位在椭球 00) 中时，轨线 ® ==¥>(( 幻必定离开椭球 
( 3 0)，且永远不再回来•根据 (13) 式中的第二不等式，从不等式 (35) 推出不等式 (31 )， 
因此球( 35 )被包含在椭球(邪)的内部.从上面的证明得出命题 ( F ) 的正确性. 

例题 


作命题 ( A ) 的补充，我们来 证明： 如果矩阵>1有正实部的特征值 a ，那么方 

0是李雅普诺夫不稳 定的. 事实上，根据§14的命题 ( A ), 向 


程 (5) 的平衡位置 
量函数 


是 方程⑹ 的解，这里 c 是任意的实 常数而 是矩 阵乂对 应于特 
f 的特征向量.如果义是实数，那么当 c 充分小时，所说的解开始在任意靠近平 

c / ie At 将按范数逐渐无限增大.如果 A 是复数那么方 


衡位置 


0的点 c fc ， 但 


程⑸的解 c ( he xt + he Jt ) 也具有同样的性质 
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§27 - 离心调速器（维什涅格拉德斯基的研究） 

在近代技术中，由于大量运用自动控制仪器， 自动调节理论 有特别重要的作用. 
在设计自动调节器时，产生的最重要问题之一是关于机器-调节器系 统工作的稳定 
性 问题.这问题在许多情况下可以用李雅普诺夫定理（见 §26) 来解决. 

最早的自动调节系统是蒸汽机系统——瓦特离心调速器.离心调速器在18世 

纪末和 I 9 世纪前半期就其担任的任务来说是完全成功的，到了 19世纪中叶，由于其 

结构上的变化，它就变得不可 靠了. 许多理论家和工程师们都在寻找摆脱所产生危 

机的出路.著名的俄国工程师、自动调节理论的奠基人维什涅格拉德斯基十分明确 

而简单地解决了 问题. 维什涅格拉德斯基的论文《论直接作用调节器》 （1876 年）开 

创了针对工业实际问题的机器调节理论.本节将简要地讲解维什涅格拉德斯基的研 
究. 

离心调速器（图 4 1)是一根可以绕自己垂直轴心旋转的垂直枢轴它的上端 
用铰链与两根同样长度的杆心和1 2 相连接， k 和 L 2 的下端带有同样的球形重物， 
杆 L : 和 L 又与辅助杆用铰链连接，所以它们与垂直方向有同样的偏角…且位于 
与垂直枢轴5构成的同一垂直平面内，当杆心和£ 2 与垂直方向有偏角#日寸，它们通 
过铰链带动了套在枢轴5上的特制套管 M ， 因此套管到枢轴^顶端的距离与 C0S p 

成正比.我们取杆心和 L 2 的长度作为单位长度，而连接于各杆端点重物的质量记 

为 m _如果枢轴 S 的旋转角速度为0，而杆 h 和 L 2 与垂直方向的偏角为〜那么作 
用在每一重物上的离心力是 


md 2 shop. 

a ) 

同时还有大小等于 


mg 

(2) 

的重力作用在每一重物上.因为作用在重物上的沿杆心轴线方向的力是与 A 的反 

作用力相平衡的，所以为了计算作用在重物上的力，应该把上述的两个力沿两个方向 

进行分解，第一是杆的轴线向下的方向，第二是与杆轴线垂直且朝角#增大的方向. 
直接看出（见图 42 )，力 （1) 沿角 p 增加方向的分力等于 

1 

md 2 sln<p cos ip ^ 

⑶ 

而重力 ( 2 ) 沿同一方向的分力等于 

♦ 

一 mg sirup. 

⑷ 

因此，力( 3 )和 (4) 的合力为 


mO 2 sin ip cos tp — rag sin ip * 

(5) 
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离心调速器 



到汽门 


到蒸汽机汽缸 



图 41 


图 42 


离心调速器工作的简单描 述是： 当角速度给定后，杆 A 和在力(1)，(2)作用下得 


到的偏角#由等式 


md 2 sirup cos ip 


mg simp 





⑹ 


确定，也就是使得合力 ( 5 ) 等于零.从关系式⑹确定了角 V ?作为角速度61的唯一单 
调增加函数，因此瓦特调速器可以看成旋转速度的量 测器. 这就是所谓调节器的静 
力学^考察_实际上这里有动力现象.质量 m 在力( 5 )的作用下产生了用微分方程描 
述的运动.当质量 m 运动时，作用在饥上的力除了力( 5 )之外还有铰链的摩擦力_ 
以十分复杂的形式依赖于所发生的运动.为了在本质上简化这里存在的复 杂性我 
们假设摩擦力与质量 m 的运动速度0成正比，且有与这个速度相反的符号即有’量 





60 ， 


其中6为常数•因此，如果取 p 作为确定质量 w 位置的坐标,那么我们就得到关于^ 


的微分方程 


m(p~ m9 2 sin <pcos<p- mg sin (f-b<p. 


⑺ 


(这里对力 ( 5 ) 进行的计算是在$和 p 为常数的假设下作出的•当0和 p 变动时有附加 

的力 产生，可是由于把杆固定在一个平面上，这些附加力与杆及铰链的反作用力平 
衡，因此,方程 (7) 是正确的 .） 

蒸汽机有一个惯飾为 J 的飞轮，它在驗时产生力偶，且能作出有腦功，例 
如提升矿场的吊斗.因此，蒸汽机的微分方程可以写成 形式： 


Juj 




Pi 


p 




⑻ 
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其中 a ； 是飞轮的角速度，巧是蒸汽的作用力矩， P 是吊斗重量作用在飞轮上的力矩. 

蒸汽的作用力矩巧依赖于供给汽缸蒸汽的汽门的口径，力矩 P 依赖于吊斗负载的大 
小. 

将离心调速器连接在蒸汽机上的目的是维持运转的均衡性，它“测量”飞轮旋 

转的速度,如果转速太快就减小蒸汽的输人量，如果转速太慢就增加蒸汽的输人量, 

为实现这一目的，我们用传动齿轮把蒸汽机的飞轮与调节器的垂直枢轴联系起来 
(图41 ) ，所以角速度 w 与0之间产生不变的 联系： 


6 — rwj , (9) 

其中 n 是所谓转换数.机器对调节器的这种作用，其结果实现了对飞轮旋转速度的 
测量.另一方面,调节器的套管 M 与供给蒸汽的闸门的联系是 

A = i^l + A:(cos <p — COS〆 ） ， （ 10) 


这里 〆 是 w 的某一 “平均”值，它靠近应当维持的调节量 W 的值， A 是当 W = y fl 才 
蒸汽作用力朽的值，而左 > 0是比例常数. 

由 （10) 式看出，调节器对蒸汽机的反作用是用这样的方法来实现的，即当角#增 
大时，蒸汽的输人量（同时还有蒸汽的作用力朽也）减小.由于所描述的机器和调节 
器相互作用的结果，最后似乎完全实现了前面所提出的问题，即当飞轮转速减小时, 
蒸汽的输人量就增 加了； 而当飞轮转速增加时，蒸汽的输人量就减小了.因此，自然 
期望飞轮的转速将趋于定常.这就是到19世纪中叶所制造的蒸汽机.为了说明在19 
世纪中叶以后出现的调节器工作违背原来目的的原因，必须准确地研究机器 —调节 
器系统工作的动力学以及研究它的稳定性，这就是维什涅格拉德斯基所做的工作. 

从关系式 (7)—(10) 看出，机器-调节器系统是用两个微分方程来 描述： 

{ m^ = mn 2 u ; 2 sin <p cos (p~ mg sin (p-b(p, 

JCj — kcos^p — F , ( 11 ) 


其中 F = p — Fi + fccos f 是与负载有关的董方程组 (11) 中的第—个是二阶的为 
了把方程组变成标准形，我们引进新变量0，令 ’ 


j /) ~ (p . 

于是，可把方程组 (11) 写成标准 形式： 



0 =也 

— n 2 u 2 simp cosip — 


k 



~ COS ifi 


F 

J 


gsin(f — 



( 12 ) 
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蒸汽机的正常工 作是： 当负载 p 不变时，它的飞轮旋转角速度 w 不变,亦即当 f 是常 

数时，供应蒸汽的闸门是不动的.这就表示角度^保持不变.于是，问题是找出方程 
组 (12) 的具有下面形式 的解： 




#0, 


♦ 




0, 


UJ = CO0, 


也就是找出这个方程组的平衡位置.当找到方程组 (12) 的平衡位置后，问题就归结 
为研究它的稳定性. 

令关系式( I 2 )的右端等于零，并求解所得到的方程，这就找到了平衡位置的坐 


标: 


^0 




0, 


COS(po 

U 2 UJq : 


F 

If ， 

COS ipo 


(13) 


设 


<P 




<Po + △#， 








u> = loq + Auj - 


经过这样的变换,并把方程 (12) 线性化,其结果得到方程组 


Aip 

Ajp 


△也 

cos 2ipoA<p + n 2 uo sin 2(poAuj — geos — 土 A 也 

j- Tfl 


Auj 


k 



sin (poAip. 


把 ( I 3 ) 中量 7 Z 2 % 2 的值代人上面的第二个方程后,经过简单计算即得 


Aip 


9 sin V 。 △ 


COS Cpo 


爪 ( Jq 


这就得到了关于 △ A A 吮 Ao ; 的线性方程组，它的特征多项式等于 



D(p) — —(gsin 2 ipo)/ cos <po 

~(ksin (p 0 )/J 

或是在算出行列式之后，并乘以 - l ，则有 


6 /m 

0 


P 


0 


(2gsin(p 0 )/u ； Q ， 


P 


D(p) 




3 0 

p "I — p 



m 


gsin (fo 2kg sin 2 (p 0 

- p - — 

cos <po i/u；o 


这个多项式的所有系数都是正的，所以其稳定性的充分和必要条件（根据定理 6 )是 


满足不等式: 



m 


psin^ (p Q 

COS (po 


> 


2kgsin 2 <pq 

Jo ;。 
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或者换一种写法，满足不 等式: 


bJ 




2kcos(po _ 2F 



(见 (13)). 根据李雅普诺夫定理（定理 19), 关系 （14) 是机器-调节器系统的 稳定性 

充分条件. 

为了说明最后这个不等式右端的意义，我们引进在工程上起重要作用的蒸汽机 
运行不平衡性 概念.从关系式 (13) 看出，当量 F = P - Fi 4- A cos〆 变化（即当负 

载 P 变化）时，定常速度吨也发生 变化. 量^描述了当负载 P 变化时量吻的变化 

d 尸 

速度; 它的绝对值^ (正如我们马上就要看到的那样，导数#是负的）称为 

d 尸 dP 

蒸汽机的运 行不平衡性. 根据 (13) 式，我们有 


F 4 = 常数, 


因此求导即得 

dujp _ u；o 

If = ~2F 

于是 


2F 

而稳定性条件 (14) 最终重写成 形式： 




(15) 


维什涅格拉德斯基根据公式 (15) 曾作出下列 结论： 

1°增加球形重物的质量 m 有害于稳定性. 

2 °减小摩擦系数6有害于稳定性. 

3°减小飞轮的惯性矩有害于稳定性. 

4 。减小运行不平衡性"有害于稳定性. 

为了作出对工程师们熟悉的结论并把注意吸引到其中最重要方面，维什涅格拉 
德斯基在他的论文最后简明陈述了著名的 “ 提纲 ，，： 

第一论题缓冲（摩擦）是灵敏且能正常工作调节器的非常重要组成部分简单 
地说，“没有无缓冲的调节 器”. 

第二论题无定向调节器（亦即零不平衡性调节器）即使有缓冲，也不应当是可 
用的，简单地说，“没有无不平衡性的调节 器”. 

19 世纪中叶调节器不可靠的原因是由于技术的发展，出现在不等式( 15 )中的四 
个量都向着破坏稳定性的方面变化 • 由于汽门质量的提高（它与机器功率的增大有 
关）而采用更大的球形 重物; 零件表面加工的改进导致摩擦的 减小; 提高机器的运转 
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速度必然要减小飞轮的惯性矩 J ;最后，减小速度对负载的依赖性趋势导致运行不平 
衡性的减小. 

查明上述所有因素的不良影响后，维什涅格拉德斯基建议人为地增加摩擦（利 
用特殊的缓冲装置）和加大运行不平衡性（依靠与机器结构有关的数 n 和 fc 的变化). 

§28. 极限环 

在这一节将给出伟大的法国数学家庞加莱 ( Poincare ) 所引进的极限环概念的定 

义，并对它进行某种程度的研究，还将给出一个允许在某些情况下建立极限环存在性 

的判据.极限环概念无论在常微分方程理论本身还是在它对技术的应用都起着重要 
的作用. 

我们将考虑标准的自治方程组（见 §15) 

X 1 = f 1 ^ 1 , • • * ? x n ) y i = 1，…， n ， ( 1 ) 

晒 

它^右端在变量 x 1 ,... 相空间 i ? 的某一开集 △ 上有定义且有连续的一阶偏导数 

我们也将利用这个方程组的向量 写法： 

afe = /( x ). (2) 

4 

本节最主要的论述是关于 n = 2 的情形.为了强调二维性，我们将说方程组 (1) 的相 

平面 P ， 而不说它的相空间丑.在相平面的研究中，具有极大直观性的几何结构起了 

极重要的作用_当开集△与整个相平面户完全一样的情况时绝不是平凡的，也为了 
简单起见，我们集中全部注意于这种情形. 

极限圈及其附近轨线的性态 

方程 (2 )(n = 2) 的孤立周期解称为这个方程的极限圈.更全面地说 令 x =洲 

是方程( 2 )的周期解，而 K 是这个解在相平面 p 上描绘出的闭曲线.如果存在这样的 
正数 P ， 使得对平面 P 上任一与 K 的距离小于 p 的点$，方程( 2 )的过点 《的解 都不 
是周期的，我们就说 : c = p ⑷（以及轨线火）是孤立的周期解，并称它为极限环. 

它的几何说法是，方程 (2) 在相平面 P 上的相图中，在闭轨火附近没有这方程另 
外的 闭轨. 下面的定理解决了在极限圈 ii ： 附近，方程⑶的轨线是如何运行的问题. 

定理 2 0设 ® = p ⑷是方程 ( 2 )(n = 2 ) 的极限环，而冗是这个解在平面 p 上描 
绘出来的闭轨线.如所周知，闭曲线把平面分成两个区域： 内部区域和外部区域 ，而 
且因为方程⑵的轨线互不相交，所以每一条不同于尺的轨线相对于轨线尺 来说或 
者在它的内部或者在它的外部.可以 证明， 无论是在它的内部还是在它的外部 
线，在靠近尺的轨线性态都有两种彼此互相排斥的可能性，即所有位于其内部但开 
始时靠近于尺的轨线或者当# — +00 时 （图 43 ⑷） 或者当 f — -oo 时 （图 43(b)) 都 
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像螺旋线那样环绕着 if 而盘旋逼近于瓦 . 对所有位于外部但开始时靠近冗的轨线 


也有同样的两种性态（图 43 ( a ),( b )). 

如果所有开始时靠近于火的轨线（无论在内部的还是在外部的都是）当 （ 一 
+ oo 时盘旋逼近于 if ，那么极限圈 if 就称为稳定的(图 43( a )); 如果所有开始时靠近 
于 K 的轨线（无论在内部的还是在外部的都是）当 - oo 时盘旋逼近于 X ，那么 
极限圈 if 就称为完全不稳定的(图 43( b )) ;在另外的两种情况下 （ B 卩内轨线当 f — 

-00 时盘旋逼近于夂，而外轨线当 （— +00时盘旋逼近 于允； 或者与此相反的情形)， 
那么极限圈 K 就都称为半稳定的(图 43( c )). 



图43 


无论是定理 2 0本身的证明，还是更全面地描述轨线“盘旋”逼近于极限环，都要 

依靠后继函数的概念.这个函数有直观的几何意义，而未给出其性质的详细证 i 月伯 
可以进行比较简单地描述. ’ 

我们给出这个 描述.令九是 一条对应于以 r 为周期的周期解在相平面 P 上的闭 
曲线.其次，设 l 为平面户中一条直线段，它与曲线瓦相交，而不会在它内部的唯 
点 a 上与曲线相切.在，段 i 上（更确切地说，在包含这个线段的直线上）用通常的 
方法引进点的数值坐标.点 a 的坐标用 uo 表示.我们通过线段 L 上以 u 为坐标的 
点 P 作出方程⑵的轨线，并沿这条轨线在时间 i 增加的方向进行运动 
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在几何上显然,如果点 p 很靠近点 tl ，那么运动也 
将很靠近曲线火，因此轨线将一次又一次地与线段 i 
相交.轨线运动经过近似于 T 的时间发生了第一次相 
交，交点 g 的坐标我们用 XI㈦ 来表示（图 44). 同样， 

如果从点 P 沿轨线在时间减少的方向运动，那么经过 
近似于 T 的时间，第一次与线段 i 交于某一点 r ， 其坐 
标用 X —( lx ) 来表示.两个函数都是连续的， 

而且互为反函数，亦即 

X-i(XiM) = w, Xi(x-i(w)) = u. 

实际上，如果从点 g 朝时间减少的方向运动，那么第一次与线段 I 相交在点於， 

因为 X - iOa ⑷） =u. 同样，当从点 r 朝时间增加的方向运动时，第一次与线段 i 相 
交在点 P ， 亦即 

函数 X = XI 称为后继函数;对今后来讲重要的是这个函数连续，而且有连续的反函 

数 X - 1 = X - i . 

实际上，函数 X 和 X — 1 都有连续导数(见 ( C ) )，但是在定理20的证明中用不到它 
的这个性质. 

这里引用的直观几何讨论足以令人 信服. 倾向于只满足懂得定理20证明的读者, 
就不必阅读严格论证后继函数的存在性及其性质的命题⑷和 ( B ) 

( A ) 我们用记方程⑶以0,$为初始值的解.令 i 为方程 (2) 的相平面 
P 上的直线段.在 L 上建立了数值坐标' 因此线段的参数形式用线性方程 

x = g(v) 

给岀.假设轨线#((，知)在时刻化与线段 L 相交在它的内点 a ， 其坐标为 如， 因此有 

沖 0 ，《 0 ) = g(v Q ) ， 

而且轨线 v ?(《， 心)在时刻妃不与线段 i 相切. 于是存在这样的正数5和 e 使得： 

(1) 存在函数蛘0和当时有定义、连续且满足条’件 

wWO’O =分 «€)); 亡(芒0)=艺0; ^(^ o ) = ^0 ； 1^(0 -^ o | < (3) 

⑺唯一性 成立； 也就是说，如果当 m |《_^ <£ 时有等式 

~g(v) = 0 ⑷ 

成立，那么量满足 条件： 



亡 = 亡⑹ ， ^ = v (^) . 


(5) 
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从几何上来看，上述 表示： 在时刻0从靠近点心的点$出发的轨线，在接近 
于 b 的时刻《(£) 与线段 L 相交于坐标近似于你的火0的点，而且这种相交在某个时 
间区间上是唯一的，而從)和还是 C 的连续函数. 

值得注意，轨线与线段1相交可以不仅在时刻‘而且可以在另外某个 
时刻其中交点甚至可以是点 a (这种情况出现了，如果 vKtfo ) 是周期解)，但是 

从讨论在时刻0相交时得到的函数(可能 还有〃 (0) ，•将显然不同于从讨论在时 
刻 b 相交时得到的函数. 

命题 ( A ) 的证明几乎直接从把隐函数定理（见§ 33 ) 应用到方程 (4) 之后得出，其 
中 在看成 自变量，而 t 和为它的隐函数.当$ = 时方程 (4) 有显然的解 t = t Q ，v = 

为了证明方程⑷左端的函数行列式在点 (心， ‘如)处不为零，我们将方程(句写 
成数量的 形式： 

^( K )— 5^)=0 ， z = 1,2. (6) 

这两个关系式左端对 ，导 数在点(心,《 0 ,吻)处的值给出向量# 0 ,知)的分量; 
这些关系式左端对〃的导数在同一点处的值给出向量 —^1 的分量.因为轨线 

dv 

Wt ，6) 在时刻 to 不与线段 i ： 相切，所以这两个向量线性无关.因此，方程组⑹的 

函数行列式在点(匕，‘你)处不为零.于是隐函数定理对方程⑷可用，从而存在着 

连续解他，咐)，它们在的某个邻域|$ - 心| < a 上有定义，而且当《=时它们 
分别成为 t 0 ， v 0 . 

根据隐函数存在定理的第二部分，在变量〃的空间中存在点(心，‘!^)的这 
样邻域 C / ，使得这个邻域中所有满足方程 (4) 的点也满足方程 (5). 

与包含在命题 ( A ) 的陈述中不同，根据定理 打， 要唯一性成立，不仅量 R 一 

和 - 知|要很小，而且量卜 — 也要很小.为了使得当只有上面所说的前两个量 

很小时就能证明唯一性，我们来 证明： 如果这两个量很小，而且点乂，纟,幻还满足条 

件⑷，那么量 \ v - v 0 \ 也很小_根据定理 27 ，在其中唯一性成立的邻域可以用不等 
式 

I 《一 《ol < J 彡 Q! ， \t — to\ < s 1 \v — vo\ <13 

给出. 

从 § 23 的命题 （ D ) 得出，当充分 小时， 在整 个区间 - ^ 0 | < £■ 上有不等式 

- 沖，心)| < 7 成立，其中7是预先给定的小数.于是当吃 - <(Ji \ t ^ t 0 \< 
efl 寸， J 越小，轨线 ¥^$0) 与线段 Z / 的交点就越位于靠近轨线段沖匕）< £ \ 
因此 J 的充分小保证了这个交点坐标 t ； 与之差足够小. ’ 

于是命题 ( A ) 得证. 

( B ) 设挪，幻是方程⑵以 0 J 为初始值 的解； 其次令 V ^， a ) 是以^为周期的 
周期解； K 是在相平面 P 上对应于解雄 a ) 酬 曲线； 而 i 是与曲线;^不相切地交 

于 l 内部 m 随 线段. 在线段让建立雌坐标系， mitx ^ 9 ( v ) wlm 
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利用这个坐标系给出的线段 i 的参数方程，且令〃=抑为点 a 的坐标.可以证明， 
当 a > 0充分小时，无论 i 是正值还是 t 是负值，轨线总与线 
段1 相交，其中 \u~u 0 \ < a. 我们用 ii ( w ) 记轨线与1>相交时的最小正 t 值，而 
用; a ⑻来记这个交点在线段 i 上的 坐标. 同样用 t i ㈦ 记轨线 u ) 与 L 相交时的 

按模最小负（值，而用 X _ i ( M 来记这个交点在线段^上的坐标.于是还可以证明，如 
果 a 充分小,那么当 \u-u 0 \ < aB ^ f , 所构造的全部四个函数 

亡1 ⑻， xi ⑻，1⑻， x-iM 

I 

都连续，而且满足条件 

^i(^o) = r, Xi(^o) = ^o, ^-i(uo) = -r, x-i(^o) = u 0 . 

此外，当卜- w 。! 充分小时，函数 xi 和 X - i 互为反函数，亦即 

X-x(xx(w)) ~u, Xi(X—i(w)) = w. 

函数 X = h 就称为后继函数. 

为了证明命题 ( B )， 我们利用命题 ( A ), 假设心 = = / ct , 这里 k 为 
任意整数.（实际上我们只用到了 a ； = — i ， 0,1的值 _) 根据命题 ( A ) ,存在满足条件 

^( hM . giu )) = g ( xk ( u )) , t k ( u 0 ) = hr , Xk ( u 0 ) = u 0 ⑺ 

的连续函数 = t k ( g ( u )) 和处 ㈦ = v k { g ( u )), 而且根据唯一性，满足条件的函数 
是唯一确定的.特别有 xoH = n ( 

我们证明 

Xk(xi(^)) = Xk+i{u). (8) 

利用关系式( 7 )和§ 26 中的命题 (C) ， 我们 得到： 

9(Xk(xi{^))) = ^(tkixiiu^.gixiiu))) 

=沖“沿⑻)， p ⑺⑹，沒⑹)） 

=沖“沁 ㈣ +勿⑻， 5 ⑻)， 

而且满足条件 

^k{Xl{ u o)) + ^l(uo) = tk(UQ) + ti («o) = (k + l)T ] 

Xk { Xl (^ o )) = UQ . 


从另 ~ 方面,我们有: 


9(xk-^i(u)) = ^p{t k+ i{u),g(u )) ， 
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而且 

Xfc~M( u O) = 仰 ， 

Xk+i(u 0 ) = (A: + 0 T * 

由于满足条件 ( 7 ) 的函数是唯一的，因此我们得到： 

j 


Xkixii^)) = XkH(u ). 


于是，关系式 ( 8 ) 得证. 

在特殊情况下，当 fc = - 1 ， Z = 1 和 fc = + 1 ， Z = - 1 时， 可得: 


x-i(xi(w)) = Xo(u) = u, 

Xi ( X - iO )) = XoO ) = u . 

因此，函数 x = XI 和; r 1 = X -! 互为反函数 • 

我们现在证明’当充分小，轨线当《增加时在时刻第一次 

与 i 相 f ,而当（减小时在时刻第一次与/： 相交. 从交点的唯一性(见 ( A 》 得 

出，在三个区间 P —(- T )|< e ， \ t \ < s , r 丨 < e 中的每一个上，轨线都与线 

段 L 相交于唯一的一个点. 

按照下面的讨论，当 ㈨ < (e + r ) 和 |u - 灿|充分小时，轨线#， w ) 与线段 I 一般 
不会有其他交点. 

当 


e < t ( (t — e ) 或者 —( 丁 — s ) ( t $ —s ( 9 ) 

时，由点沖， a ) 所描绘的轨线火的一部分是闭集，它与闭集 L 不相交，因此在集 
合 P 与 L 之间的距离0是正的.其次，根据§ 23 的命题 ( D )， 当£属于集合⑼时，只 
要量 | w - 如|充分小，在点 #， a ) 与之间的距离小于广 

因此，当 t 属于集 合⑼时 ，轨线邱， w ) 也不与线段丄相交. 

于是命题 ( B ) 得证. 


定理20的证明 


的一点 


a 


j 


我们在相平面 p 上选取直线段 i ， 它与曲线夂不相切地交于唯 
而且 ot 是 Z 的 内点. 在线段 L 上建立数值坐标系，并以 uo 记点 a 的坐标 
为了确定起见，我们假设线段 i 上位于曲线 K 外部的点对应于大于如的坐标，而位 
于的于小于抑的坐标.用 X 表示对应于线段 L 的后继函数（见 ( B ) )• 

…”一―丄” <«中所有的数，方程⑵从线段 l 上以 w 为坐标 


因此对于充分小区间卜 


的点 P 出发的轨线，当时间增加时,第 

显然，我们有： 


▲ 


次与线段 1 /相交于以 x ( w ) = 〃为坐标的点 g 


此外,如果对于数 w 满足等式 


xi^o) = wo _ 
x ( y ) - u , 


( 10 ) 
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那么从以^为坐标的点 p 出发的轨线是闭的.因为，按照假设，轨线 K 是孤立闭轨线, 
所以存在这样小的正数 a ， 使得当 Wo | < a 时，方程 (10) 有唯一的解 u = wo . 由 
此得出，对于区间« 0 < « < «o + a 上所有的点，两个不 等式： 

X(w)<w ， (11) 

x{y) > ^, ( 12 ) 

中有一个成立.事实上，如果对于这个区间的一些点不等式 (11) 成立，而对于另 

一 些点有不等式成立，那么，根据函数 X 的连续性，在同一个区间上就存在满足等 

式 （10) 的点 W ， 这是不可能的.因为从以属于区间 < U < 抑+ ^的^为坐标的 

点 p 出发的轨线不可能与轨线 X 相交，因此两个点 p 和 g 都位于曲线 ii ： 的一边（即 
在 K 的外部)，所以 

X { u ) > u 0 . (13) 

我们现在考虑当对于区间 X/Q < W < W G + a 上所有的点都有不等式 (11) 成立的 
情况. 设〜为 这个区间的任一个数.令 

I 

u i+i = xM , i = l ，2 …， (14) 


于是我们就递推地定义了数列 H ... 由于不等式 (11) 和（13)，这些数都位于区 
间如< w < 灿 + a 上，而且组成了一个递减序列 • 因而它们有某个极限.在等 
式( I 4 )中当 i — oo 时取极限，我们得到 x ( u *) = u * ,而因为点 w * 属于区间卜 - 如| < 
«， 根据方程 (10) 在这个区间上解的唯 一性， 所以有 v = 如， 因此 lim = no 


用 Pi 记线段 L 上以叫 为坐标的点，我们看出， 从点 Pl 出发的轨线与线£1相交的点 


列 Pl ， P2, …收敛于位于轨线 K 上的点 


由于沿着我们的轨线从点到点仍 +1 的 


运行时间接近于极限环 K 的周期 T (特别，也是有界的)，因此当^增大时，从点内到 

1 的整个轨线段都紧靠于轨线 if (见 § 23 ,( d )). 这也意味着，从点 Pl m 发的轨 

+00时盘旋逼近于轨线允.于是，这就证明了当满足不等式 (11) 时，在线 


线当 



段1上以属于区间 Wo < U < WQ + a 的 W 为坐标的任一点出发的轨线 
都盘旋逼近于 X . ’ 

如果在区间 iXQ < W < no + a 上有不等式( I 2 )成立，那么对于乂的反函数 
在某个区间 w 0 < W < u 0 + 0上有不等式 


+00时 


㈦ 


X 


(v) < V 


成立. 


由此出发，我们同样证明，这时在线段 z 上以属于 区间如 < v< u ^mvik 


坐标的任一点出发的轨线，当亡 


+00时都盘旋逼近于 ii ： 


类似地研究在线段 L 上以属于充分小区间 


的轨线性态 


7的 W 为坐标的点出发 
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因为沿着充分靠近于轨线 K 的每一条轨线都与线段 L 相交于其坐标充分近似 
于 M 的点,所以我们是分析了所有靠近极限环轨线的性态. 

于是定理20就完全证明了. 

注 为了把函数在 wo 附近的性态与无论是内部轨线还是外部轨线的性态之间关系统一 
在一个公式里，我们考察不等式 


{ I x{u) -UO |<| u-txo I, 
( I x(^) ~m\>\u~uo\ . 


(15) 


如果在曲线 K (外面或者里面）的半邻域中满足 （15) 中的第一个不等式，那么点 g 在线段 L 上比 
点1?更靠近点 < x ， 因此在这半邻域中的轨线当 t — + oo 时盘旋地逼近于尺.如果满足 (15) 中的第 

二个不等式，那么在这半邻域中的轨线当 t — - oo 时盘旋地逼近 于尺. 


( C ) 后继函 数欠 = 义 1 和它的反函数 X _1 =X-i (见 ( B )) 有连续导数. 

为了证明这条命题，我们想到函数 Xfc ( ix)，fc = 士1，是由方程 (7): 

禅 k ， g 、 u )、 = g ( xk ) == 0 (16) 


所确定，其中 w 是自变量 } 而4和 Xfc 是作为 w 的隐函数而由 （16) 确定 _由于函数 

_乂) 对向量4的分量有连续偏导数（见定理 I 7 )，而 u 的线性函数对 w 有 

连续导数，因此关系式⑽左端对 u 有连续导数.所以根据定理28,由方程 (16) 所确 
定的隐函数4⑷和 Xfc 0) 对 w 有连续导数. 



图45 


It—U q 


于是命题 ( C ) 证毕. 

后继函数 x ( w ) 的几何研究有很大的诱惑力. 

在变量 w ， t ; 的平面上，把函数 x ( u ) 表示成方程 
图形的形式 

v = x ( w ) , (17) 

4 

这时为了方便起见，假设 Wq > 0. 为了研究方 
程 (10) 的解，除了曲线( I 7 )之外，我们还考察第一 
象限的角平分线（图 45): 


V — u. ( 18 ) 

为了求出方程 (10) 所有的解，应该求出曲线( I 7 )和( I 8 )所有的交点.为了使得闭 
轨 K 是极限环的必要和充分条件是： 点… 0,冲)为图形 （17) 和 （1 8 )的孤立交点如果 
这两个图形在点 ( Wo ， Wo ) 处不彼此相切，即 如果 〆 ( Wo ) # 1,那么它们的交与 
必定是孤立的，这_ 轨线咖 ■限环.当作。)^时 (见 ==个 i ) 
邻域中 （ IS ) 的第一个不等式显然都满足，因而极限环 if 是稳定的. 当 〆 ( Uo ) > 1时 
(图 4 6)满足 ( is ) 中的第二个不等式，因而极限环 y 是完全不稳 定的. 如果图形（ 17 ) 
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和 （18) 在点 ( w 0 ， w 0 ) 处彼此相切，但是曲线 （17) 从分角线 (18) 的一侧穿到另一侧，那 
么极限环或者是稳定的或者是完全不稳定的.如果曲线 (17) 切于分角线 (18), 并且 
位于它的一侧（图47)，那么对应的极限环是半稳定的. 



极限环的存在性判据 

(D) 设一⑷是方程⑵(阶数 n 为任意）的某 一解， 它对所有 f ^(3 的值都有定 
义，而且对这些（值，它总位于 A 中的有界闭集 F 内.空间的点 p 称为解 v ? ⑷的 o ;- 
极限点， 如果存在无限增加的 i 值（大于紿）序列 

亡 1 ，亡 2 ,… ， 4,…； lim tk — oo, 

k~^oo 

使得 

_ 

lim =p. 

k—oo 

解 w ⑷的所有 O ；- 极限点的集合 n 称为 极限 集合. 可以证明，集合 n 是一个非空有 

界闭集，且由整条轨线 组成； 后者意 味着： 如果点$属于那么以 (0, O 为初始值 

的解对所有纟值有定义，而且的整条轨线都位于集合 n 中.显然，轨 
线 f (〖，0的 U ；- 极限集合也全部地被包含在 f ] 中. 

我们来证明命题 ( D ). 从集合 P 为有界闭集推出，集合显然，被包含在 p 中） 
是非空有 界集. 我们来证明它也是闭的.设 


Pl ， P2，. . ， Pfc, … 

是集合 n 中的某一点列，它收敛于集合 F 中的某一点 p ; 现在来证明 p 属于 a 令 

••- 和&，&，._ •，办 ，•••是两个这样的正数序列，它们 满足： 

lim ek = 0; lim Sfc = oo • 
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因为点 Pk 属于 所以可找到这样的4彡外，使得在点 Pfc 和之间的距离小 
于以 . 对于所选取的值 


亡 1 ，尤 2,… ， 4 ,…； lim tk = OO, 

k—^oo 


我们得到 

lim cp(t k ) = p ， 

k~^oo 

这就意味着点 p 属于 n. 

我们现在来证明，集合 Q 是由整条轨线所组成的.设€是集合 n 中的任意一点， 

而0是以(0, £) 为初始值的解.其次再设 r 是变量 i 这样的值(它也可能是负的)， 

对于 t = 解有定义，因而 ^( r , 幻存在.因为点$属于所以可找到这样 
的无限增加序列 

兔 1 彳 2 ,…，&，•••； lim tfc = oo , 

k—^oo 

使得 

(19) 

由于解 fW 对所有充分大的 t 值有定义，因此当 r 给定时，（从某个起）定义（见 

§26，(c)) 

^>(4 + T) = v?(J\v?(4)). 

根据定理14,从公式 (19) 我们有 


lim <p(t k + T) 




lim cp(T, <p(t k )) 


说0, 


由此得出，点 ^(r，o 属于集合 fi， 从而也属于因此无论纟是增大还是减小，轨 

线邱，0都不可能跑出集合尸，所以根据§ 24 的命题 (c) 即知，它对所 有亡值 都有定 
义. 


即 W0 三吻， 那么解 w ⑷的 仏极限集合，显然，就只由一个点吻所 组成; 如果 沖) 是 

描写闭轨 if 的周期解，那么解 P ⑷的 O；- 极限集合显然就是欠 •最 后， 如果 K 是周期 


于是命题 (D) 得证. 

我们来考察某些特殊情况下的仏极限集合.如果解#⑻(见 ⑼ ） 是平衡位 



，亦 


解，而 WO 当 兔 


+OG 时盘旋地逼近 K ，那么 K 就是 p ⑷的 U；- 极限集合, 


我们现在来证明，在某些情形下可能给出判断周期解存在性的定理在方程 


组 (1) 的右端函数是解析的情况下， 
轨线族之中 (见例题31 


个周期解或者是极限环，或者是包含在周期 


定理 


设 #) 是方程 ⑵ (n 




2 )的解，它对于所有 O h 的值都有定义且 


对于这些 i 值， * ⑴的轨线位于被包含在厶内的有界闭集尸中，并令 n 为它的 



极限 
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集合 ‘ 如果集合不含有平衡位置，那么它就是由一条闭轨尺所组成.这时可能有 
两种情况 ： （1) ⑷ 是周期解，火就是由它所描出的轨线； （2) 由解 V ? ⑷描出的轨线 

当亡一^ + oo 时盘旋逼近于 if , 

证明如果是周期解，那么集合 D 就是由解^⑷描出的唯一周期轨线欠所 
组成的，因而定理的结论是显然的(情形 (1)). 我们假设解 f ⑴不是周期的，并令&为 
集合 n 中的任一点.经过点6引一条直线段 L , 它与从点&岀发的相速度向量/(6)不 
共线（因为按照假设集合中的点6不是平衡位置，所以 f ( b ) #0)，且选择这一线段 
这么短,使得经过这线段的所有轨线都像通过&点的轨线那样与它相交（不相切）在 

同一方向（图 48 ).因为点&是轨线$⑷的…极限点，而且 p ⑷不是闭的，所以这轨线 
必与1在无穷多个不同的点相交(见 ( A )). 设 ai = < p ( t !) 和 a 2 = 是轨线 p ⑷和 

线段 L 的两个前后相继的交点 （h < i 2 ) ，用 M 表示轨线 p ⑷在 h i 中的 

一段.它与直线段可两一起组成一条闭曲线 <5, Q 把平面分成两个区域(^与％. 
设 h 是充分小的正数.从几何上来看显然有（见图 49) :点与点#(纟 2 + 

/ i ) 位在曲线 Q 的 两边； 我们设 -/ i ) 属于而 ¥>(《 2 + / i ) 属于 G 2 _ 所有通过线 
段可 两的轨线都是从区域进入到区域 G 2 的，因此，没有任何一条轨线能够通过 
这条线段从区域^? 2 中走出来.因为 M 是一段轨线，而轨线是不能彼此相交的，所以 
没有任何轨线可以通过 M 走进或者走出区域 G 2 , 因为轨线 p ⑷的一段 M 仅在它的 
两端与线段 I 相交,所以线段 L 的两个端点位于闭曲线 Q 的不同侧面，用记 i 位于 

区域(? 2 内的那个端点.轨线 p ⑷当6 + ft 时完全在区域 G 2 中而不可能再与线 

段石两 相交； 所以点&不属于线段石兩(见 ( A ))， 因而它应该位于线段5 ^上•现 

在，如果以叫=¥>(纟 3 )记轨线 p ⑷在句之后（在时间上）与线段 I 相交的后继点，那 
么由类似的讨论看出，它位于线段5石上（图 49) .以 

a 4 — V 3 ( 亡 4)，…= <p(tk) ，… 





图49 
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记轨线 f ⑷与线段 I 一个接一个（在时间上）相继的交点，我们相信它们在 L 上形 
成一个沿着从〜到&方向进行的单调点列.我们证明，序列 ai ，…， a fc ， …的极 
限以就是 

为此，我们首先证明序列…，4,…是无限增加的.假设 lim 4 = r < 

fc—KX) 

+ oo . 于是 p ( r ) = 6 '，且= jim ) ，而这是不可能的，因 

k 一 oo T — tk 

为这就表示向量 ( p { r ) - ( p ( t k ) 的方向与线段 I 的方向 一致， 但向量 f { b f ) 与它不共线. 
因此，应该满足关系式 lirn^tk = + oc , 所以当 O Q 时整条轨线 p ⑷与 L 只在点 

« i ， a 2 , … ， a fc , …处相交 .1^ 而这轨线在线段 i 上仅有一个 a 极限点6 '(见 ( A ))， 亦 
即 V = 6. 我们注意到,点&本身不是平衡位置. 

现在证明，轨线#⑷不可以位于任何其他轨线0⑷的&极限集合中.假设与此 
相反.那么轨线^⑷的每一个点都是分⑷的^极限点（见 ( D )) ;特别，点〜也是这 
样.由于点〜不是平衡位置，所以根据上面的证明，轨线爹⑷与 J ： 的交点序列 


&1，&2,…， bfc ， … 

构成了收敛于❼的单调序列，因而分⑷在 Z 上就不存在另外的 U ；- 极限点，但是这 

与 as , a 3 , 全都位于轨线 P ⑷上，从而也都是轨线 0(0 的仏极限点相矛盾. 

这样就证 明了： 在非闭轨线的 心 极限点中，如果没有平衡位置，那么这条非闭轨 
线本身不能由^极限点构成. 

由于轨线 ir 被包含在轨线#⑴的 a ；- 极限集合 n 中，而集合 n 又是闭的（见 

( D ))， 因此轨线 K 的所有 0；- 极限点也都被包含在 n 中，从而没有平衡位置.这样一 

来，对于轨线尺就可以应用上面的命题，因此轨线 K 也应该是闭的 • 从整个结构看 

出，轨线 W ⑷盘旋逼近于 X ，所以集合 fi 仅由经过点&的闭轨线 K 所组成. 

于是定理21得证. 


例题 

1 . 我们来给出形式 (1 ) 方程组 (n = 2) 的例子，它有各种类型的周期解，特别是 
有各种形巧的极限圈，我们首先是在极坐标 a p 之下给出方程，后面再把它变换成 

笛卡儿坐标 X ，心考虑到以后向笛卡儿坐标的变换，我们用如下的形式给出古耜. 


0 = 1 , p = pg(p 2 ) , ( 20 ) 

其中贞 W 是其自变量的连续可微函数，它对自变量所有非负的值都有定义在极坐 
标下讨论时，我们将只用到 p 是正值. 


，满足 〆〆 ）= 0的所有正值 p 的集合记为 tv ， 而它在正数集合中的余集记为乃 
N 中的每一个数 wo ，显然,对应着方程 (20) 的解： 


^ ~ ty p — UQ ； 
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它所对应的轨线是 闭的： 它是在平面 P 上以坐标原点为中心， 以灿为 半径的 
圆周.由于集合 7 V 在整个正数集合中是闭的，所以 D 是开的，且由有限个或者可 
数个彼此互不相交的区间组成. 令％ < p < 奶是有 限个区间中的一个.于是闭 
轨在平面 P 上界定出一个环对于区间 Wl < p < w 2 中的所有数 P> 函 
数 〆 P 2 ) 保持符号不变，因此在整个区间中如下不 等式： 

9( p 2 ) < 0, g ( p 2 ) > 0 (21) 

有一个成立.设 

中 = 尤 ， P = p(t, u) . (22) 

是方程组 (20) 以 i = 0, # = 0, p 二 w 为初始值的解，其中 Wl < w < W2 • 根据在§ 15例 
题1中的证明，函数 p (《， w ) 对所有 i 有定义，且当 i — + oo 时趋近于区间< p < 
处的一个端点，而当 （- oo 时趋近于区间的另一个端点.从此得出，当 t — +00 
和 * — - oo 时轨线( 22 )盘旋逼近于圆周 K U 1 ， K U2 • 这就意味着，如果不等式 (21) 的 
第一'式成义，那么轨线( 22 )当《 — ^ + oo 时盘旋逼近于 ii" Ul ,而当 t - oo 时盘旋逼近 
于火„ 2 (图 M ), 如果满足(叫式中的第 二 个不等式，那么解 ㈣ )当纟— - ooB 寸盘旋逼 
近于 i ^ Ul ，而当 Z — + oo 时盘旋逼近于(图51 ). 于是，环 Q 被两种类型之一的螺 
旋线所充满，到底是哪种类型的螺旋线，这就要取决于在区间〜 < p < 叱上 (21) 式 
中是哪一个不等式成立.如果集合 AT 是有界的，且 u * 是它的上界，那么在无限区 
间 V < P < + oo 上轨线( 22 )的一端是盘旋逼近于 的， 而另一端则趋于无限. 



不是 集合# 的孤立点,那么周期解 K u 


如果点如是集合 TV 的孤立点，那么闭轨欠如就是极限环，它的形式取决于邻 
接的充满环中的螺旋线类型.如果点 

不是极 限环. 彡^果这时集合 TV 含有以峋为中心的整个区间，那么周期解 
包含在某 . . n 

的.如果数-边邻接于集合 iv 中的一个区间，另-边邻接于 Z ) 中的区 


个周期解族中，这个周期解族是由以坐标原点为共同中心的同心 圆组成 
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轨线是在一侧邻接它的一族闭轨的边界，而在它的另一侧是一族轨线盘旋逼近 
于它.但是邻接于周期解仏。的闭轨还可能有更复杂的情形.它们是不难想像的，例 

如， iV 可以是康托尔 ( Cantor ) 完全集. 

现在我们在笛卡儿坐标下写出方程组 (20), 即令 


X — P COS(fj 

将关系式 (23) 两边对〖求导，我们 得到： 


y = psimp. 



x = p cos ip ~ p<p sin ip 
y ~ psixup ptpcosip 




2 、 x 


P 9 (P ) ， 






P 

y 


p • — = xg(x 2 + y 2 ) — y 


P 9( p 2 ) --+/?• 


P 


P 

x 

P 


yg{x 2 + j/ 2 ) + x 


因此，在笛卡儿坐标中，方程组 (20) 写成 形式： 

± = xg(x 2 + y 2 )~ Vj V9(x 2 ^y 2 )^x. 


(23) 


(24) 


(25) 


(其中函数 L 例如，可以是任意的多项式 .） 坐标原点是方程组 (25) 的平衡位置. 


2.设 


=尸 W ， 〆 )， 土 2 = 

是标准的二阶自治方程组，它的右端依赖于数值参数 h 且关于变量: r 1 , d //有连续 
的一阶偏导数.其次令 


x = f { x y ii ) (26) 

为这个方程组的向量 写法. 方程组（ 26 )以为初始值的解记为假设 

是方程（ 26 )当 M = MQ 时以 T 1 为周期的周期解.我们来弄清楚当参数 W 
在值附近变化时产生周期解的问题. 

不论参数/ X 的数值如何，我们都将在同一个平面上来描述方程 (26) 的解.设 
K 是对应于解#， € o ， Po ) 的闭轨线，而 Z 是在平面尸上由参数的向量方程 


X = 

给出的光滑曲线，它与轨线 火相交 于唯一的一点 

~ ^(Ojfo^o) = W(Ko, "0) = 矽 ( 以 0 )， （ 27) 

且与火不相切.我们考察向量 方程： 

<p(t^ ^(u),fi) — ^(v) = 0 , ( 28 ) 

其中是自变量，而 i 和〃是未知函数.设自变量 w 在 uo 附近而^在如附近变 
化. 所找的解将是《在 T 附近^在灿附近时的解•当^ 
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程 (28) 显然有解 ： t = T , v — wo (见 (27)), 且由于向量 /($ o , Mo ) 和 #( wo ) 无关，因 
此相应于方程组的函数行列式在这些值处不等于零. 当 ju = 网时方程 (28) 确定 
了方程( 2 6)(" = mo ) 在闭轨火附近的后继函数 t == x ( u ^ o ) - 当 p 在 / io 附近时，函 
%Lv = X ( u ^) 也由方程 (28) 确定，且可以认为是方程 (26) 在周期解 K 附近的 后继函 

数. 但是方程( 26 ) 当以如 时也可能没有周期解.为了寻求方程 (26) 当 / x 靠近// 0 时 
的周期解，我们讨论关于变量^的未知函数 <//) 的方程 


X(u,fi)-u = 0. (29) 

如果方程( 2 9)的左端关于变量 u 的导数当 ^ = ^ u ^ u Q 时不等于零，亦即如果 


d 

du 


X(wq ， /j>q) ^ 1 ， 


(30) 


那么方程 ( 29 ) 显然有可微解 W (/ X )， 这时方程( 2 6)当^ 靠近如 时有唯一的周期解，它 

光滑地依赖于//，且当// == ㈣ 时变成 K •条件 (30) 意味着环尤粗性的假设.在所得 

到的结果中也包含了使用术语“粗的”的理由 • 当方程组的右端作很小的变动时粗 
的极限环不消失(且仍然是粗的)，它在这样变劫时是“结实的”. 

如果方程 

v = (31) 

当"=//0时在变量％ t 平面上的图形与角平分线 


v = u (32) 

在点 (如 ，仰)处有一阶相切（图 52 (b ))， 那么曲线 (31) 当时位在角平分线 （32 ) 
的一侧，而且极限环 7T 是半稳定的（图 53(b)). 当参数^在仰附近变动时， （31) 图 
形的最自然状 态是： 当 / i 在 W 的一侧时(叫和⑻)的图形完全没有交点（图 52( a ))， 
而当//在 ㈣ 的另一侧时，这些图形出现两个交点（图犯⑷)，因此方程 (26) 在 K 附 
近出现两个粗极限环 （图 53 ( c )) . 于是，当参数^通过值仰时，我们开始没有极限环 
(图 53 ⑷)， 然后当 M = Mo 时出现一个半稳定的极限环，当参数 / x 进一步变化时它分 



图52 
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4 





⑻ 


( b ) 


(c) 


图 53 


裂成为两个靠近 K 的粗极限环.所描述的现象通常称为方程组 (26) 当其右端变化时 



极限环的“产 生”. 

3 我们注意到当方程的右端是解析函数时，方程( 2 )的周期解 if 有一些十分 
^要的性质.这里我们要不加证明地利用这样的事实，即在这种情况下方程的 

是变量 K 1 ， 的解析函数.当构造后继函数时，我们将认为曲线上是用解 
析方程给触 . 在这擁 i 灯，后继纖咖)自于鋪析方麵解，麵飾析的_ 

的 零点職于施⑵的周細，舰娜醜 x ⑻的解析性， 
:、有两种互幢雌斥的可能情形：是酿咖—〃的孤立零点时允是 

⑻— " 鲜于零时， 周—讀 包含在■解族内部 
J 当方程的右端函数是腑时，定理 a 中娜 (2 )的周期 


§29. 电子管振荡器 


这里概括地描述了最简单的电子管振荡器 


种周期（不衰减）电子振动源 


的的；= 工于 



振荡器激发的不衰减振动的物理概念的 


致性，首先是由著名的 


荡器的工作，但不能给出振荡器工作的正确数学描述 


( A ) 三极管 (电子管的—种）是 


端网络咖 


极管的约 
是栅极.在栅 


图 


配三极管工作的规律由公式 


定记号如图54所表不 . 其中 a 是阳极&是阴极 




f(Us) 


⑴ 
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来描述，函数/称为三极管的特性函数，假设它是单调增加的正函数，并满足 条件: 


lim f(U s ) = 0 , lim f(U s ) = I N 5 

Us ~ y _ oo Us ~^ + oo 

其中 JW 是三极管的饱和电流（图 55). 通常还假设函数 r ( f / s ) 在 [4 = 0 处达到最大 

值. 



图 55 



图 56 


在 ( A ) 中所描述的三端网络三极管的名称下，实际上除了电子管外其中还包括 
阳极电池组、栅极偏压电池组以及阴极灯丝电池组. 

( B ) 在阳极回路中含有振动回路的电子管振荡器具有下面的结构（图 56) :它 

有四个节点 a ， k , 5, 6,它由以/(%)为特性函数的三极管以5 (见 ( A )) 、以 C 为电容 

的电容器 afc 、 其量值为丑的电阻 a6 、 其量值为 i 的电感以及还有一个没有量值 

的电感 A 所组成.电感姊和心之间以负的互感 — M ( M >0) 相联系，它在电子管振 

荡器中实现了所谓的负 反馈. 如果以 J 表示通过电阻 6 a , 或者同样地通过自感姑的 
电流 强度： 


J 




Iba 




Ikb > 


那么可以证明，量 j 作为时间^的函数满足下面的微分方程 



LJ + RJ + — = . 


现在推导方程( 2 ) . 根据基尔霍夫第一定律，我们有 


( 2 ) 


J + Ika = la ， 

其中 Aa 是通过电容器 h 的电流，此外,根据三极管的性 质有: 


hk = 0, 

应用基尔霍夫第二定律于振动回路我们得到（见⑷） . 

Lffcb + Riba q f lakdt = 0 . 


(3) 


⑷ 
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求导这个关系式，得到 

.• • 1 

Lifcb + R!ba + ~^Iak — 0 - (5) 

由于在电感劬和 k 之间的互感，我们得到（见⑷以及§13,⑻）： 

U s = Mikb - ( 6 ) 

于是，由关系式⑴，⑶，⑹，⑹就得到 (2). 

( C ) 在 变量， j 的相平面上，方程 (2) 有唯一的平衡位置，其坐标为 


J = /(0), J = 0 . 

⑺ 

如果 

71 JT 



⑻ 

那么这个平衡位置是渐近稳 定的； 如果 


R < ^⑼， 

⑼ 


那么它是完全不稳定的(见§ 2 6, ( F ) )• 在变量 J ， j 平面上的无穷远点在任何情况下都 

是完全不稳定的，这就是说,在平面</， J 上存在这样大的圆 if ，使得方程 (2) 的任何 

轨线从某一时刻进人 K 之后，就不再跑出 if . 当满足不等式 (9) 时，平衡位置 (7) 也 

是完全不稳定的.因此，裉据定理 M (见§ 2 8)，任何不是平衡位置 (7) 的轨线的 a ；- 极 

限集合都是闭轨，总之，在满足不等式( 9 )的情况下，电子管振荡器是周期不衰减的 
电子振动源. 

注当适当选择特征函数/时，方程⑶有唯一的极限环，而方程⑺所有其佘的轨线，只要 
不是平衡位（7)，都盘旋地逼近于它.在例题中将给出一个具有这种性质的特征函数. 

为了证明命题 ( C ) ，代替未知函数 J 我们引进新的未知 函数 x : 


J = x-h /(0), ( io ) 

使得点 (7) 对应于％ i ； 平面的坐标原点. 

作变量替换 (10) 后，从方程 (2) 得到方程 


R 


X ^L^LC^ 


LC 


if(Mx) 


綱 


( 11 ) 


用没 Or ) 表示这个方程右端的变量的函数.直接看出，分是有界单调增加的函数而 
且只在变量等于零时才变为零（图 S7 ). 在上式中再令 ， 


R 

L 


= 2(5, 
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图57 


于是我们把方程 （11) 写成 形式: 


x + 25± + lo 2 x = g ( x ) • 


引进新的变量2/ = ct 之后, 从这个方程得到标准方程组： 

~ cj 2 x - 2 Sy + g ( y ). 

为了找到方程组 (12) 的平衡位置，我们令它的右端等 于零: 


f 2 / = 0 , 

[ ~u 2 x — 2Sy + g(y) — 0. 

所得方程组有唯一的解 

x = 0, y = Q • 

因此，坐标原点是方程组（ I 2 )唯一的平衡位置，而由此得出点⑺是方程 (2) 的唯一 
的平衡位置. 

现在我们来弄清楚方程组( I 2 )的平衡位置(0, 0) 的稳定性条件.为此,将这个方 
程组在点(0,0)处进行线性化.我们得到方程组 

f ^ 

\y=-uj 2 x~26yi~g f (0)y. ( 13 ) 

简单的计算给出线性方程组的特征多 项式： 

A 2 + (25- 〆⑼) A + o; 2 . 

在新的记号下，对应于条件⑻和⑼是取形式：汾 > 〆 (())，汾 < 〆 ⑼的 条件. 因此, 

当满足条件⑻时，平衡位置(0,0)是渐近稳定的（见定理19以及§9, ( B ))， 而当满足 
条件 (9) 时,它是完全不稳定的（见§ 26, ( F ) 
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为了搞清楚方程组 (12) 的轨线在: r ， y 相平面上无穷远点处的性态，我们考察线 


性方程组: 



V 


y 




2Sy, 


(14) 


它是由方程组 (12) 丟掉在整个平面上都是有界的项 〆 y ) 而得到的.容易算出，方程 
组 (14) 的特征多项 式是： 


入 2 + 25A + 1^2 . 


(15) 


由于数 M 和 J 都是正的，所以 （ IS ) 的根均有负 实部. 于是，根据§26命题 ( E )， 对于 
线性方程组 (14) 来说，存在满足 条件： 


你(14)(工，? /)( 


0 W ( x , y ) 


(16) 


的李雅普诺夫函数 W ( x , y ). 
W {12) { x , y ), 我们有 


现在计算函数 W ( x , y ) 基于方程组 （12) 的导函数 


^( 12 )(^, y ) = ^(14)(^ 2 /) + - Wi Q y '* g { y ) 


(17) 


因为函数 p ⑼是有界的，所以有不等式 


dW ( x , y ) 

dy 

成立（见 § 2 6 的公式 (14 ))， 其中 7 是某 


9( y ) ^ 1 \/ W { x , y ) 


(18) 


个正常数 


现在令 



27 

卢， 



0 

I ， 


从( I 6 )，（ I 7 )和 (18) 我们得到不等式 


W (12)(^P) ^ 


2 aW ( x , y ), 


当 W { x , y ) ^ c 2 


(19) 


方程 


释，? /) 




c 2 


( 20 ) 


在 A 2 /平面上确定了一个 擁圆. 从不等式( I 9 )立即推出，当点 ( or , y ) 属于椭圆 (20) 时， 

沿着方程组⑽过点化， W 的轨线函数叫的值是递减的因此，方程组 (12) 的’ 
所有与椭圆( 2 0)相交的轨线都进人这个椭圆的内部.如果 



冰)， 


V 


姻 


(21) 


是方程组( I 2 )从椭圆⑼)外面的点 (f T ?) 出发的解 ，令 




那么对于函数 w ⑷来说，当条件 
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w(t) ^ c 2 

成立时，我们得到不等式 

w(t) ^ ~2aw(t) , ( 22 ) 

是正确的.积分不等式 (22) 得到 ' 

⑷，妒 ⑷ ） < W(^t]) exp(~2at). 

由此得出，轨线( 2 1)必须进到椭圆 ( M ) 的中.这时，因为在它的边界点处，所有轨线 

都进人其内部,所以任何一条轨线都不可能走出这个椭圆. 

现在设瓦是 X ，2/平亨上包含椭圆( 2 0)的某个圆周.从上述证明推出，方程组 

( 12 )任何不是平衡位置 0) 的轨线最终必定进人圆周尺的内部，并且以后就不离 

开它.因为点(0,0)是完全不稳定的,所以任何一条轨线不可能以原点为它的&极限 

点，因此根据定理 2 1(见 §28), 它或者是盘旋逼近于周期解的轨线，或者它本身就是 
周期解. . 

于是命题 ( C ) 得证. 

例题 

首先对电子管振荡建立非线性方程( 2 )的安德罗诺夫曾经考虑过这样的情形，即 
三极管的特征函数/具有特别简单的 形式： 就是当自变量取负值时它等于零，而当 

自变量取正值时它等于正常数 6. 假设/(0) = #，并进行变量替换(10)，我们推出方 
程( I 2 ),其中函数 〆 2/) 是由下式 确定： 


g{y) = 



当 y < 0时， 
当 y > 0时， 


(23) 


其中 a = p 因此，用这种方法选取间断函 数咖) 的方程组（1 2) 当2/ > 0时，即在上 
半平面，可写成 形式： 

f ^ = 2 /, 

1 2 / — ~u) 2 x - 25y + w 2 a ? ( 24 ) 

而当 2 / < 0 时，即在下半平面，它可写成 形式： 

卜 =y, 

[ 2 / ~ -u 2 x - 25y - ou 2 a . ( 25 ) 

我们将假设多项式 （ IS ) 的根是复数，所以方程（ I 4 )的平衡位置 （0,0) 是稳定焦点 
(见 §16,( C )); 方程组( 24 )和( 25 )是方程组 ( 1 4 ) 经过平移得到的，它们的平衡位 
再像在方程组 ( I 4 ) 那样是坐标原点，而在方程组( 24 )中是点 ( a ， 0) ，在方程组 (25) 中 
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是点 (-^0). 我们注意到方程组 (14) 的螺旋形轨线是 按顺时针方向 盘旋趋向于平 
衡位置 (0,0) 的，且当走了螺旋线的半圈后相点就接近于坐标原点，因此它最初到坐 
标原点的距离乘上了某一数 A < 1，这里 A 与点的初始位置无关（见 §16，( C )). 

为了表示出方程组 (12) 本身当 pO /) 由条件 (23) 确定时的相平面，需要在上半平 
面布满方程组 (24) 的半圈螺旋形轨线，而在下半平面布满方程组 (25) 的半圈螺旋形 
轨线； 而当通过直线 y = 0时，应该是连续地从一条轨线过渡到另一条轨线,从方程 
组 ( I 2 ) 的这种相图描述出发（见 (23) ), 就可以找出它的闭轨线. 

我们来考察方程组(1 2 )(见( 23 ))在横轴上以《 > 0为坐标的点出发的轨线.因 

为在方程组( I 2 )的相平面中相点是按顺时针方向进行运动的,所以从选定的点出发， 

轨线就进人下半平面，从而由方程组(奶)所 支配. 在下半平面经历了半圈螺旋形轨 
线后，相点重新到达横轴上以 

_ 

_ 

-(a + A(a + 0) (26) 

为坐标的点.这是由经过半圈螺旋形轨线后，相点到平衡位置 (- a ,0) 的距离乘上 

数 A 得出的.位在横轴上以(沉)为坐标的点，以后将按照方程组 (24) 进行运动，且在 
上半平面经过半圈螺旋形轨线后，相点重新到达横轴上以 

a + A (2 a + A(o + 0) (27) 

为坐标的点.这样 一来， 从正半横轴上以（ > 0为坐标的点出发的轨线，经过一圈后 

又到达正半横轴上的点，但是这个点的坐标已是(打)，因而，我们得到了正半轴到自 
身的映射 X ，它是由下式定 义的： 


成 ）= a + 2Xa + X 2 a -f- A 2 ^. 

函数 X(0 是方程组 （ l 2 ) 的后继函数（见 (23)). 只有一个满足条件 


xii) = c 

的 C 值，而这一个 C 值就对应于方程组 (12) 的极限环 
它是粗的稳定极限环（见 §28 J . 


而且由于/(0=4 2 <1，所以 
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因为平衡位置总可以取为坐标原点，所以我们假设方程组 （1) 所要研究的平衡位 
置就是坐标原点.在点 (0,0) 处线性化方程组 （1) ，亦即把方程组 (1) 的右端对 Z 和2/ 
进行泰勒级数展开并丢掉二阶项，就得到线性方 程组： 


{ X = a\x + d\y ， 
y^a\x^ a\y. 


⑵ 


设 A 和 / z 是矩阵 ( aj ) 的特征值.如果数 A 和 p 彼此不相等，且它们的实数部分不为零, 

那么我们就说方程组 (1) 的平衡位置 (0,0) 是非退化的 • 线性方程组 (2) 轨线的性态 

在§ 16中曾仔细研究过.我们在这里要证明，对于非退化的平衡位置，方程组 (1) 的轨 

线在平衡位置 (0,0) 附近的性态与方程组( 2 )的轨线在平衡位置(0, 0) 附近的性态实 
质上是一样的. 


对于方程组⑴的平衡位置(0, 0) ，我们保持在 § 16 中所给出的名称.如果数 A 
两个都是负实数，就称平衡位置为 稳定的结点. 如果数 A 和"两个都是正实数， 
就称平衡位置为不 稳定的结点. 如果数 A 和^是复数共轭的，且有负实部，就称平衡 
位置为 稳定的焦点. 如果数 A 和 m 是复数共轭的，且有正实部，就称平衡位置是为不 
稳定的焦点. 最后，如果数 A 和/ I 都是实的且有不同的符号,就称平衡位置为 鞍点. 

在平衡位置附近，轨线最简单的性质可以直接由李雅普诺夫定理（定理 19) 及 
§26的命题 ( F ) 来建立.因此,我们得到如下命题. 

( A ) 稳定的结点和稳定的焦点是渐近稳定的平衡位置.不稳定的结点和不稳 
定的焦点是完全不稳定的平衡位置. 

这个命题在很大程度上已经解决了结点和焦点附近轨线性态的问题事实上，如 
果已知给出的平衡位置是渐近稳定的，那么从应用的观点来看，不管轨线以怎样的 
方式趋于平衡位置往往不重要了.关于完全不稳定的平衡位置也有同样的看法.鞍 

点完全起了另一种 作用： 知道轨线在它附近的性态后，可以得出在整个平面上有关 

轨线性态的有价值判断.同时，证明在鞍点附近轨线性态的定理要比证明关于结点 
和焦点的相应定理更为困难得多. 

现在我们在方程组 （1) 的相平面上进行坐标的线性变换，使得它有最简单的 
形式. 

( B ) 把方程组 (1 ) 的右端对; r 和^/进行准确到二次项的按泰勒级数展开之后 
我们得到： ’ 


x = a \x + a\y + r(x, y ) , 
y = a\x + a^y 4 - y ), 


(3) 


其中余项 rOr ， y ) 和外 xj ) 以及它们关于工和"的一阶偏导数在点 z = 0 ,々= 0 处等 
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于零,并且可以写成 形式： 

{ r ( x , y ) = rnx 2 + 2 ri 2 xy + r 2 2V 2 , ( 4 ) 

s ( x , y ) = s u x 2 + 2si2xy + s 2 2V 2 , 

而且这些“二次型”的系数~和％是变量0：和2/的函数,它们在坐标原点附近有界. 
可以证明，进行从变量: r ， 2/到变量$ 77的实线性变换可以把方程组 (3) 化成最简单的 
形式，这时要分为两种不同的情形：1°如果矩阵 «) 的特征值 A ，/ i 是实的且不相同， 
那么关于€和 r ? 的方程组可以写成形式： 

S = A 《 + p ( C ，7?)，7) = ^ + < t (^ 7}) . (5) 

2°如果矩阵 ( dj ) 的特征值是复共轭的,即有形式叶仏及 / x - k 时，那么关于《和7?的 
方程组写为形式： 

蠡 

^ ^ ^ + p(^ v) ^ 7) = 1/^ + /i7/ + cr(^, 7?) . (6) 

在两种情形中，余项地, T ?) 和吨,//)都具有上述对于函数十， 2/) 及咖, y ) 的同样性 

质.如果取矩阵 «) 的特征向量的方向作为新坐标轴的方向，那么在第一种情况下， 
方程组就取 (5) 的形式. 

为了证明命题 ( B )， 只要找出从坐标 x ， ?/到坐标77的线性变换，使得线性方程 
组( 2 )变为最简单的形式就行了.这样的变换我们已经找到过了（见 §14，( F )). 应用 
同样的变换到方程组 (3) ，我们就相应地得到方程组 (5) 或者方程组 (6). 

鞍点附近轨线的性态 

定理 22 我们假设方程组⑴的平衡位置 O = (0,0) 是鞍点.尸是过点 o 的直 
线，它的方向是矩阵 (4) 负特征值对应的特征向量方向， Q 是过原点 o 的另一根直 
线，它的方向是矩阵 ( aj ) 正特征值对应的特征向量方向.于是(图 58) 正好存在方程 
组⑴的两根轨线[^和％,它们当 f — + oo 时渐近地趋向于点0,这两根轨线与 
点0—起组成一条根在点0处与直线 P 相切的连续可微曲线 ?/• 同样，正好存在方 



图58 
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程组⑴的两根轨线％和仏，它们当 t 4 - oo 时渐近地趋向于点 O , 这两根轨线与 
点0 —起组成一根在点0处与直线 Q 相切的连续可微曲线 y . 至于方程组 (1) 其余 
经过点0附近轨线的性态大体上和线性方程组的情形相同(见§ 16). 轨线 R 和 C / 2 称 
为鞍点 O 的 稳定分界线， ％和6称为鞍点0的不 稳定分界线. 


证明. 我们首先取直线 P 作为横轴，而取直线 g 作为 纵轴; 那么方程组 (1) 写为 
形式 (5). 再用 x 和 2 /来代替（和 7 ?， 我们得到方程组 

(x = f ( x , y ) = Xx + r ( x , y ), (?) 

= 沒 0, 2/) = y), 

其中 r ( o :， y ) 和 s ( x ，2/) 有形式 (4); 而 A < 0, /x > 0. 对于今后我们注意到，在下面的 
证明中，我们只用到方程组 (7) 右端的如下 性质： 右端函数对 z 和 y 的连续可微性，以 
及函数~和〜(见 (4)) 在坐标原点附近的有界性. 

证明分成两个主要部分：1。分界线 R 的存在性证明，它是过点 O 且当坐标 o : 减 
小时沿着正半横轴的 轨线； 2 。它的唯一性证明.分界线 C / 2 的存在性和唯一性可类似 
地 证明. 为了讨论分界线％和 F 2 , 只要改变一下时间 i 的符号 ：这时 稳定分界线变 
成不稳定分界线，不稳定分界线变成稳定分界线. 

我们转到分界线仏存在性的证明.为此令 


o ;( x ， y) = y — ax 2 , (a > 0) ; 


并在 ( a :, ?/) 平面上考虑由方程 


uj(x,y) = 0 


⑻ 


确定的拋物线_拋物线 (8) 把平面分成两个 部分: 
包含正半纵轴的部分称为正部分，另一部分称 
为负 部分. 正部分是抛物线的内部.我们首先证 
明： 如果 a 是充分大的正数，而: c 充分小（|糾< 

那么方程组⑺所有与拋物线⑻的一段 
N < ^相交的轨线（除去平衡位置 o ) 从负 
部分一侧穿向正部分 一侧， 亦即从外部到内部 
(图 59 ).为此，我们计算函数 u ；( a ：,2/) 基于方程 
组⑺的导数0⑺ ( a ：，2/) .由于方程组 (7) ，在拋 



物线 (8) 的点上，我们有 

心⑺ (x ， ax 2 ) 


图 59 

=y- = a(" — 2X)x 2 + s n x 2 + … 



(其中没有写出的项至少含有 $ 的三 次幂) .数 


的邻域中是有 界的； 因此可以选择充分大的数 a ， 使得 


2 A 是正的，而函数 Sll 在坐标原点 


a (" — 2 A )— | 5 n |> J , J > 0 . 
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略去在么⑺ ( ar ， a : r 2 ) 表达式中未写岀的关于; r 至少是三阶小量的项，于是存在这样小 
的正数 e > 0,使得当 | z e 时我 们有： 

cj ⑺ (x ， ax 2 ) 彡 0 ， 

而且等式仅当 x = 0,亦即在点 O 时成立.从给出的证明得出，方程组 (1) 所有与抛 

物线( 8 )所考虑一段相交的轨线，除了平衡位置 O 外，在交点处轨线的方向都是在函 

数 w ( a :, y ) 增加的方向，也就是从拋物线的外部朝向内部的方向.同样地 证明： 方程 
组 (7) 所有与抛物线 

y + otx 2 = 0 ⑼ 

当丨 a ： e 时一段相交的轨线，除了平衡位置 O 外，在交点处轨线的方向都是从抛物 

线的外部朝向内部的方向（拋物线 (9) 的内部含有负半纵轴，图 60). 

令 a 和6是直线 x = £分别与拋物线 （8) 和 （9) 的交点.我们来考察三角形 
[0， a ，6], 它是由拋物线⑻和⑼的各一段及直线段 [ a ，6] 组成的 • 如果 e 充分小，那么 
方程组 (1) 所有经过三角形 [ O , a , 6] 的轨线都是从右向左走的（图61 )，特别都是从右 
向左与线段 [ a ，&] 相交后走进三角形[0, a ，6] 中的.这从表达式（见⑺ ） 

± — Ax + r ( x ， y ) 

当0 < z < e，I y |< aP 时取负值即可 推出； 至于上式为负值是由于 A < 0 ，而 r ( x , y ) 
是: C 和 y 的具有有界系数的“二次 型”， 



图 60 


a 6i 


令、^^，；>)是方程组( 7 )当 i = 0时从区间 ( a , 6) 中的某一点 p 出发的轨线，这条轨 
线^过 j [ a ， fc ] 而进入三角形[0, a ， ㈠ • 当（增加时，它或者经过抛物线的弧 Oa ，(96 走 
出二角形，或者再也不走出三 角形. 在后一种情况下，当 + oo 时它渐近地趋向于 
点 O . 从几何上看出，如果轨线 v ^，； p ) 通过弧 O a 走出三角形，那么当 〆 e ( a , p ) 时，轨 
线也通过弧 Oa 走出三角形（图 ei ) •其次，如果轨线通过弧 0a 走出三 
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角形，那么根据解对初始值的连续依赖性定理 （ §23的定理14和命题 ( E )) ，当 P " 充 

分接近于 P 时，轨线 ^( i ， p 〃) 也通过弧 Oa 走出三角形.于是区间 ( a ，6) 中所有使得 

冰， P ) 经过弧 Oa 走出三角形的点口的集合是组成了某个区间 ( a ， a '). (这个区间非 

空，即 a # Y ，这是因为当初始点 p 充分靠近 a 时，从点 p 出发的轨线显然与弧 Oa 相 

交 •） 同样,所有使得冰， p ) 经过弧06走出三角形的点^的集合组成区间(6, 广区 

间(％岣和( 6 ,60不可能相交，所以点 a ' 位于 6' 的上面，或者在极端的情况下，它们 

重合.（事实上是重合的，但这要求比较复杂的证明 .） 于是，区间 K ，?/] 至少含有一个 

点，因此存在从区间 K ，《/] 上某一点 p ◦出发的轨线 w ( i , Po )， 当 i —+ oo 时，它渐近地 
趋向于点 0. 

轨线 ^ po ) 在点 Or , 2/) 处的切线斜率是 


k{x,y ) = 


仰 + s(x, y) 

Xx + r(x ， y) 


因为轨线 < p ( t ， p 0 ) 上的点 2/) 位在三角形 [ o , a ，&] 中，所以 


I V l< OCX 2 , 0<x<£, (10) 

由此推出，数仍然有限，且当 ; c — 0时趋于零.另一方面，从点 o 到轨线 
冰，; Po ) 上点 Or , y ) 连线的斜率 /( x ,2/) 等于^又因为不等式 (10) 成立，所以当 x — 

0时有 ZO ,2/) — 0. 因此，趋向于点 O 的曲线冰， Po ) 在点 O 处有连续导数并与横轴 

相切.轨线就是分界线?7卜沿着负半横轴趋向于点 O 的分界线 C / 2 也与横轴 
在点 O 处 相切; 这两根分界线一起组成曲线 [/, 它的方程为 


V = , ( 11 ) 

这里“ ㈤ 是变量 x 的连续和连续可微的函数，而且有“⑼ = 0 . 

^ 于是，稳定分界线％和％与点0—起组成其方程为 (11) 的曲线 [/ 的存在性就 

得到了证明.现在来证明这些分界线的唯一性•为此，我们在0, y ) 平面的坐标原点 
邻域中变换坐标系，使得曲线 （11) 成为横轴.我们用公式 ^ 

y = u(x) + ^ ( 12 ) 

引进新的未知函数 z 来代替未知函数 y ， 就可以达到这个目的在方程组 (7) 中进轩 

变量替换 （12) ， 得到新的方程组 咖 U 屮进仃 

( ^ — /($ ， u(x) z) = F(x, z), 

1 i = 9{x, u{x) + 之卜 u f (x)f(x y u(x) + 和 G{x,z), (13) 

^ 雖未知赚是： d 由于函数+)有连续导数，所以 函数作 关于两个变 
量 z 和 2 有连续偏导数，而函数 G (: r ， z ) 对于^:是连续的，而对于 z 有连续的导数.但 
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是 G 0 r , z ) 对于 x 的连续导数还没有建立.因此对于方程组（13)，并没有建立要满 
足通常我们关于方程右端对所有变量是可微函数的连续可微性假设.但是显然根 
据 (12) ,方程组 (13) 的每一解对应有方程组 (7) 的解，且反过来也对.因此，可以根据 
方程组 (13) 的轨线性态来判断方程组⑺的轨线性态. 

方程组 (7) 的稳定分界线 R 和 C / 2 变为％ z 平面横轴上的线段,从而方程组 （13) 

有解，其中函数 z 恒等于零，而函数 a ; 用某种方式单调变化且渐近地趋向于零.由此 
推出 

( x } 0) = 0 . 

下面（见 ( C )) 要证明函数 Gby ) 可以写成 形式： 


G ( x ， z ) 





U ^ x 1 z ), 


(14) 


其中函数丑 ( A 幻 是变量 z 和 z 的连续函数.裉据丑卜，4的连续性，从关系式 (14) 我 


们得到 


dG ( x , z ) I 

dz 


lim 


G(0, z) 



G M = lim ®£) 



0 



lim H (0^ z ) 


^( 0 , 0 ) 


但是根据 (7) 和 (13) 我们有 — ^ 

dz 


/ X ,因此 


雖 0) 




于是方程组 (13) 的第二个方程有 形式: 


i = zH ( x , z ) , 

I 

其中 if0 ， z ) 在坐标原点的邻域中接近于 … 因而是 正的. 由此得出，在坐标原点的邻 

域中沿着每一根不同于分界线{^和％的轨线，其坐标2保持符号不变，而且当 f 增 

加时，它按模 增加. 因此 ，在; c ， Z 平面横轴之外无论哪一条轨线都不可能渐近地趋向 
于点 o ，而这就证明了稳定分界线 R 和 c / 2 的唯一性. 

现在已经证明了，在区间 ( a ,6) 中只存在一个这样的点仰，使得方程组⑺从它 

开始的轨线当《 —+ oo 时渐近地趋向于点 o , 它就是分界线如果点 p 位在区 

间 ( a ， j ? o ) 中，那么由它出发的轨线就与弧 O a 相交，如果点 p 位于区间 (fc po ) 中那么 
由它出发的轨线就与弧06相交. ’ 

由抛物线 

x — ay 2 — 0 


x 4- ay = 0 


(15) 

(16) 
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及直线 


可以组成三角形 P ， c ， d ]( 图62)，它具有类似于三角形 [0， a ，6] 的性质.在区间 ( c , d ) 
中只存在一点 go ， 使得从 g 0 出发的轨线当（减小时渐近地趋向于点0，且成为不稳定 
的分界线如果 g 位在区间 ( c , 如）中，那么从 g 出发的轨线当£减小时就与弧 Ocm 
交，而如果点 g 位在区间⑷如）中，那么从 (/ 出发的轨线当6减小时就与弧 Od 相交. 



现在讨论曲线（见⑺ ） 

f(^y) = 0 . 


(17) 


容易看出它在 O 处与纵轴相切 • 由于函数/( X ， 2/) 有二阶连续导数，从而曲线 (17) 在 

点 O 处有确定的曲率半径，因此数 a 可以选得这样大，而数 e 选得这样小，使得在区 

间 M < e 上曲线（ I 7 )位于拋物线 （ is ) 和（ I 6 )之间 （图 6 3 ).由于在曲线( 17 )的右 

边，函数/(% 2/) 是负的，所以位于曲线（ I 7 )右边点的相速度向量的方向是指向左边 

的.从点。引垂线段 ’[ ce ] ，它的下端点 e 位于分界线[^上.令 p 为区间 ( a jPo ) 的点.如 

果点 P 充分靠近点如，那么根据解对初始值的连续依赖性定理（§ 2 3的定理14和命 

题 ( E ) )，从 p 出发沿轨线运动的点要走经充分接近坐标原点，因而必定与线段 [ c , e ] 相 

交‘当点进一步运动时一定和弧 0 C 相交. 事实上，如果动点与曲线 (17) 相交，那么 

它必须先与弧 Oc 相交 • 如果动点不与曲线( I 7 )相交，那么它对所有时间都在向左移 

动，而从这点到曲线 (11) 沿垂直方向测量的 距离 2 都在 增大； 因此，在这种情况下轨 
线必与弧 Oc 相交. 
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于是,所考虑的轨线就进人三角形 [0, c , d ]. 在此之 
后这条轨线也应当与区间 （ c ， go ) 相交于某一点反之， 
如果从区间 ( c , go ) 的一点 g ' 出发、沿（减小的方向进行 

的轨线，那么当点 〆 与如充分靠近时，走到坐标原点 
附近的这根轨线，就与区间 ( a ， p Q ) 相交于某一点 〆 （图 
64). 比较这两种情形，容易得出 结论： 当 p 时有, 
q -^ qo - 这就给出了有关鞍点附近轨线性态的定性表 

于是定理22得证. 

现在我们来证明函数 G (: r ， 幻的性质 (14). 

( C ) 设 G ( o :， 4是一个连续函数，它在 数值工 = 0附近有定义，且具有连续 
导数(: r , 小如果 

G ( x ,0) = 0, 

那么 

G(^x^ z'j = zHQx ， z) ， 

其中 i /(： r ， z ) 是连续函数. 

为了证明命题 ( C )， 我们定义函数丑 kz ) 如下： 




(18) 


并证明这样定义的函数 i /( x ，2) 是连 续的. 当时，由关系 （18) 定义的函数显然 
连续.现在证明它在点(邮, 0) 处也连续.我们有 ' 


G ( x , z ) — G ( x , z ) - G ( x , 0) 


d 




z 


dz 


G ( x ) 0 z ), 


d 


其中 0 ^0^1 . 由于函数 连续，所以当 


有: 


G ( x , z ) 


d 




工0, Z 4 00 # 0) 时，我们 


z 


~ G ( x ,9 z ) ^ ~ G ( x o ,0). 


于是命题 ( C ) 得证. 


结点与焦点附近轨线的性态 

I 

结点和焦点的研究比鞍点的研究简单得多这时只要考虑稳定的情形，因为不 

稳定的焦点和结点可以从稳定的焦点和结点经过改变时间变化的方向得到当研究 
结点和焦点时，引进极坐标是基本方法. • 
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定理 23 设 O = (0,0) 是方程组 （ 1) 的稳定结点，其特征值为 A 和 /!， 而且 
A <0. 我们过 O 沿特征值 A 对应的特征向量方向作出直线尸，而过 O 沿特征值"对 
应的特征向量方向作出直线 Q . 可以证明，从充分靠近点 O 开始的每一根轨线都渐 
近地趋向于 O , 而且在点 O 处有切线.这时只有两条轨线与直线 Q 相切，且以相反的 
方向走近点 O, 而其余的轨线都与直线 P 相切.在不稳定结点 (0 < A < //) 的情况 
下，当 Z — > — oo 时轨线的性态是类似的， 

证明 将在方程组 (1) 右端有三次连续可微的假设下进行证明.根据命题 ( B )， 
方程组 (1) 可以写成形式 (5); 重新用: r 和2/表示变量《和;?，我们得到方程组 


f * = ?/) = Ax + r{x,y), 

12/ = 5( 工， y) = + s(x ， y )， 


(19) 


这时函数 r ( x ，2/) 和+， y ) 是三次连续可微的，并且这些函数本身以及它们关于 a ； 和 


y 的一阶偏导数都在点0处等于零. 


引进极坐标，亦即令 


X 


p COS f ， 


y 




psimp 


( 20 ) 


求导关系式 (20) 并把它们代人方程组 (19) ， 即得: 


{ p cos ip — psin^? - ip = Xp cos (p + r(pcos ip, p sin ip ) ， 
psin^ + pcos^? • ^ — \xp siny? 4 - s(/ocos</?,/osin</?). 

从所得到的关系式解出 A 和0， 可得： 


{ P = p(Acos 2 <p-\- fi sin 2 ip) + F(p, ip ) ， 
p^p = (fi- 入 ) psin p . cosy? + G(p y <p) , 


( 21 ) 


其中函数 


F (a = cos ^ • r (pcos <p, p sin <p) + sin y? • s(p cos p sin ip ), 

^f) ~ ~ s i n * r (p cos ip^ p sin (p) + cos (p - s^p cos ip 1 p sin (p) 

是 p 的以 2 ? r 为周期的周期函数，它们都是关于 p 和 p 三次连续可微而且当0 = 0时 
这些函数与它们对的一阶偏导数一起都等于零： ’ 

尸 (0, W = G(0, VP) = ^§f^- = ®^=0. (22) 

根据下面要证明的命题(1>)，函数 G ( p ， ⑷可以写成 形式： 

G(p, <p) = pH(p,<p) 
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其中函数是关于 /) 和#的二次连续可微函数，它当 p = 0 时（对任意的 #) 等 

于零（见 (31) 及 (22) 式）： 


所以 


丑(0, v?) — 0, 


(23) 


dH(0, cp) 


dip 



(24) 


用 p 除以关系式 (21) 中第二式的两端，我们得到方程组 

{ P — p(A cos 2 ip 七 fi sin 2 ip ) + F ( p ，( p ) , 
<p = (/i — A ) sin ip • cos v ? + • 


我们把 W 看作横坐标， p 看作纵坐标，并在变量 p 和 p 的相平面上来讨论方程组 (25). 
因为从 ( a ：, y ) 平面到(外 p ) 平面的变换 (20) 不是互相单值的，所以方程组 （19) 和 (25) 

绝不是彼此等 价的； 但是从方程组(奶)的轨线性态可以作出方程组 (19) 轨线性态的 
结论. 我们只在带域 \ p \< e 中考虑方程组 (25) 的轨线性态. 

我们首先找出方程组（ 25 )的平衡位置.从（奶）的第一个方程看出，当充分小 
的_ 0时，也不等于零（见( 22 ))，因此在带域 | p j < e 中所有的平衡位置都在 
轴 p = 0 上. 然后，由（ 25 )的第二个方程找出所有的平衡位置（见 (23)” 


P = 0 y 


kn 

ip = —， 
^ 2 ’ 


= 0, 土1，土2,… . 


在点处线性化方程组( 25 )，我们得到（见( 22 )和( 24 ) ) : 


(^P = 糾 Ap ， 

I = (^ - A)(—l) fc Ap + akAp ， 


其中 W (当 A ; 为偶数时等于 A , 而当是奇数时等于是负数.于是， 当 k 为偶数时 
点0 = 0, # =警是方程组 (2 S ) 的稳定结点，而当 fc 为奇数时它们是鞍点（图 65) .这 



图65 
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时鞍点的不稳定分界线是沿着^轴方向，而稳定分界线是沿从上面和下面趋于鞍点 
的曲线（见定理 22). 

现在来证明，当正数 e 充分小时，方程组 (25) 的每一个从带域 | /> |< e 岀发的解, 

或者是方程组( 25 )—个鞍点的稳定分界线，或者是不走出带形区域 | p \< e , 而渐近 
地趋向于方程组 (25) 的一个结点. 

对应于每个平衡位置 p = 0，^ =譬，我们给它放置一个用不等式 | p |< 

| W - _ |< d 确定的邻域％,其中5为正数.如果 A : 是偶数，那么所考虑的平衡位 
置就是稳定的结点，而根据它的渐近稳定性即知，存在这样小的正数使得每一个 
从邻域 f 4 中出发的解都渐近地趋于这个结点_如果 Jb 是奇数，那么对应的平衡位置 
就是鞍点，因而存在这样小的正数使得任何从 C 4 中出发的解，只要不是平衡位置, 
就或者是鞍点的稳定分界线，或者要是离开邻域£4 (见定理22 ) .由于方程组 (25) 的 
右端对 W 是周期的，所以对所有 C 4 ，可以选取共同的正数现在可以选取充分小的 
正数 e 彡 S , 使得在带形区域 \ p \< e 中方程(奶)第一式右端的符号与 p 的符号相反， 

因此从这个带域出发的每一个解，量 I p | 都是减 小的. 其次，当固定 J 时，可以选取 
这样小的正数 s ,使得( 2 5)式第二个方程右端在矩形 


中保持符号不变以及按模超过某一正数 a ， 因此从这个矩形中出发的解经过不超 

过壳的时间就离开这个矩形，并且进人邻域队或 C 4 +1 中与稳定结点对应的那一 

个邻域 • 根据方程组你)对#的周期性，可以对所考虑形式的一切矩形取同一个 数& 

现在我们看到，对所选择的 e ，每一个从带域出发的解，或者就是鞍点的 
稳定分界线，或者是渐近地趋向于稳定结点. 


方程组( 25 )从带形区域 | p |< e 出发的每一个解都有方程组( 19 )从距离这个方 

程组的稳定结点 O 小于 e 岀发的解与它相对应.为了得到方程组( 19) 所有这样的解， 

只要考虑方程组( 25 )从0 < P < e 出发的解就可以了.根据方程组 (25) 及变换 (20) ^ 

于 W 的周期性，方程组( I 9 )只存在两个对应于方程组(奶)当 p > 0时经过鞍点稳定分 

界线的解，而且方程组 (19) 的这两个解渐近地趋向于平衡位置 0 ，与直线切并从 

两个相反的方向接近于 O . 对应于方程组 05) 趋于稳定结点的解，是方程组 (19) 趋 
向于平衡位置 O , 且当接近于 O 时与直线 P 相切 的解. 

于是定理 23 得证. 


定理24假设坐标原点 O 是方程组 （1) 的焦点，亦即矩阵 ( a 〗） 的特征值是一对 
共扼复数 
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证明为了进行证明，我们利用标准形式( 6 )，并且把变量《和 7 ?改写成$和 2 /. 
因此我们应当研究方程组 

i = /( 工， y ) = ^ ix - uy -^ r ( x , y ), 

V = 〆 工， y ) = vx — ㈣ + s ( x ， y ). 

引进极坐标,亦即令 

{ X = p COSip , 

y — p sirup . 

求导关系式 (27) ， 并把所得到的表达式代入方程组 (26) 即得： 

pcos(p — psinp • 0 = iip cos <p — up sin + r '( pcosv ?’ psin (^) ， 

p sin v? + pcosip * (p = vp cos ip + fip sin ip + 5(pcos(^ ， psinp) • 

从得到的这个方程组解出 p 和^，我们得出 

p = w + p 2 p ( p , < p ), 

<p = u - j - pq ( p , ip ), 

其中 P ( P ， W 和 g ( p , W ) 当 p 充分小时是有界的，而且是 p 的以 2 tt 为周期的周期函数. 

为了确定起见，我们假设// < 0 . 我们来考察方程组(刪从点(咖仰）出发的轨线， 

其中 0 < />◦ < e ， 而 e 是充分小的正数_从方程 ( M ) 得出，这根轨线渐近地趋向于 

轴 P = 0 ，而且 w 趋于 + oo 或者是趋于 - oo ，其中正负号取决于数〃是正的或者是负 

的_由此推得，在 ( a :， y ) 平面上的相应轨线是螺旋式地盘旋趋向于坐标原点的. 

于是定理 24 证毕. 



(26) 

(27) 



下面的命题 ( D ) 只是在定理烈的证明时用到过，它是上面证明过的命题 ( C ) 的 
实质性推广. 

( D ) 设 G ( p ， v ?) 在用不等式 | p | < e ， fh < w <决给出的区域 W 中有定义> 且满 
足条件 


^(0)^) = 0, 

以及具有这样的性质，即函数 

dG(p y <p) 

dp 

有直到包含 r 阶的连续导数.那么函数 G (/>, 在 W 中可以写成 形式: 

G (p^ = pH{p, (p), 

其中函数丑 ( p , p ) 由等式 

= 甲， 当…时， 

_ dG(p, <p) 

- . 

9 p 


H{pM 

丑(0,⑷ 


(29) 


(30) 


( 31 ) 
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确定，并且在区域 W 中有直到包含 r 阶的连续偏导数.（当 r = 0时所要证明的命题 
(D) 就变成了命题 （C).) 


为了证明命题 (D) ，我们考察函数 




d 


r~s 




d r ~ s p ， 


0 彡 s 彡 r. 


(32) 


这函数在 W 中关于 p 有直到包含 1 阶的连续偏导数，且满足条件 




0 


(33) 


(见 (29)). 我们证明，当 p # 0时有等式 


d k 


K(p^) 


k 


dp k 


P 



H 


i=0 


d k ^K{e iP ^) 

~ dp^ 1 


0 ^ k ^ s 


(34) 


成立，其中数 70 , Ti ) * * * ? Tfc 当母个&固定时与函数 天^关, 且满足 条^牛 


7o + 7i + …+ 7fc 


fc + 1 ， 


(35) 


而数知，仏，…，〜满足不等式 


0 < 久 < 1， 


% 


0，1， 


k 


(36) 


按照莱布尼茨公式计算导数 A f 1,即得 


dp k 


P 


d k 


K(p,<p) 


k 


dp k 


9 


P 


/c+l 



0*ip 


i=Q 


d P i 


(37) 


其中数 a 0 

)^1)*** j 0>k 当每个 A; 固定时与函数 G( P , ⑷无关 _ 把每一个函数 
关于 P 按泰勒公式展开， 即得： 


dp 1 


时 (P，W 


dpi 


d i K{^ 1 <p) p d^KjO^) 

~d^ ~ 十 II ~ dp ^ 1 ~ 


+ 



P 


k—i 


d k K(0, <p) 




dp k 


- + 


P 


k~i+l 





d k+1 K{6 iP , ip) 

dp k ^~ l 


(38) 


其次，把表达式 ( 38 ) 代人 ( 37 ) ，由 （33) 我们得到 


d k 

dp k 


K {pi <f) 

P 



P 


fc+1 




9 


(39) 


其中数~和％是常数，当每个 fc 固定时它们与函数的选取无关. 




为了证明关系式 (34), 现在只要证明常数 D 等于零，而常数70, 


…， 7 fc 


满足条件 (35) 就够了.因为上述常数与函数的选择无关，所以只要对特殊形 
式的函数 G [ P M 来证明所指出的性质.我们考虑 G { p , 是多项式的 情形： 


G [ pM 


T ' — 各釦+1 

oti 


(r ~ 幻！ \ 


El 


P 


(40) 


由 (32) 导出: 


d k 

dp k 


KM 


9 


Qfc+l 

m 


(41) 


另一方面，对于多项式 (40) 来说，等式 (39) 有形式: 


d k 

dp k 


K ( p ^) 

P 


P 


fc +1 


P V 

^2bip l ai^ak^ip 


fc+i 


W V 

E 

j=0 


li 


(42) 


等式 ( 4 1) 和 ( 42 ) 的右端当 | p | <e,p 寺 0 时应当相同，又因为数叫 
的，故由此得出，数\，…，心等于零以及关系式 (35). 

于是公式 (34) 得证. 


， a fc+1 是任意 


在讨论中我们引进函数409#)， 




0,1，…， s ，令: 




d h 

dp k 


K[pM 


P 


)， 


当 p # 0 时， 


Lk (0, ip ) 


1 


d k ^ K (0, ip ) 


dp k + l 


(43) 


从等式 (3 4 ) 和 ( 35 ) 得岀， ifc 09， W 是变量/>， p 在区域 W 中的连续函数.显然，当 


0时满足 等式: 


Lk+i(p ， (p) = = 0 , 1 , 


(44) 


我们来证明这些等式当 p 


0时也正确.^0 < po <£,0< p < e , 于是我 们有: 


L k {py < f ) 




Lkipo ^) + 





(45) 


Po 


因为在这个等式左、右两端的函数都是连续的，所以这个等式当 


P 


0时也 正确: 


Lk (0, ( p ) 


^k(pOi ^f) + 



心+1(匕 ⑷炎 


( 46 ) 


Po 


从关系式(奶)减去(站)，并把得到的结果除以 p ，即得 


p 


L k ( p ,( f ) 


Lk (0, ip ) 


fL k ^ ip ) d ^ 


P 


P 


( p >0). 
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当 p 4 0 时取极限，我们看到 L k ( p , ip ) 在 P = 0, 处关于 P 的右导数存在，且等 

于“ +1 (0〜).同样证明左导数也存在且等于 L fc +1 (0， W . 于是等式 (44) 在整个区 
域 W 中正确. 

r 

从关系式 (43),(32) 当 A : = 0, s = r 时得出等式 (30),(31) ,而由关系 (44) 及 (32) 推 
出，函数好具有连续导数 


d r ~ s ^ k H { p , < p ) 

dp k dip T ~ 8 


0 ^ fc ^ 5, 0 ^ s ^ r , 


这就是说，函数丑具有直到包含 r 阶的所有连续偏导数. 

于是命题 ( D ) 得证. 


§31. 周期解的稳定性 


在这一节中将讨论关于自治方程组以及周期右端方程组的周期解稳定性问题. 

稳定性的概念 

在§ 2 6中已经给出了自治方组平衡位置的李雅普诺夫稳定性定义.这里我们首 
先给岀任意方程组解的李雅普诺夫稳定性定义. 

设 

i = /( 艺， x) (1) 

是 n 阶标准方程组的向量写法，它的右端与其偏导数一起都在变量空 

0X3 

间的某一个开集 r 上有定义且连续.方程 (1) 以0，$为初始值的解记为#((，义幻. 

定义方程⑴以 t G ， 吻为初始值的解^⑷称为按 李雅普诺夫稳 定的，如果满足 
条件：⑴存在这样的正数 p ， 使得当 | ❸ - ar G |</?时，解 w ( Mg , ® i ) 对所有的值 
妃都有定义，特别解本身对所有的值《 > 妃也有定义； （2) 对于任意给定的正数 
e ， 可以找到这样的正数5彡/?，使得当 h - ® 0 | < J 时，有 WKm ) —抑)| <6 对 
一切的 值纟》 紿成立.方程 (1) 以屯为初始值的李雅普诺夫稳定解 w ⑷称为渐近 
稳 定的，如果可以找到这样的正数 a < p ， 使得当 h - x 0 |<a B 寸有： 

tijfoo 記， ®1) — < P ( t)l =0. 

这里引用的李雅普诺夫稳定性和渐近稳定性定义，关于解初始值‘吻的 
随机选取是不变的，这可以从§ 23的命题 ( E ) 得出. 

在特殊的情况下，当方程组⑴是自治的，而解^⑷是平衡位置时，这里引用的 
稳定性定义与在§ 2 6给出的定义是一样的. 

下面我们将考虑方程组 (1) 的右端是（的以 T 为周期的周期 函数： 


f(t + T, X) = f(t,x), 


( 2 ) 
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也考虑自治的方程组 a ) ，即 

= f(x). ( 3 ) 

不管在哪种情况下，都要研究以 T 为周期的周期解$ ⑷： 


= ip{t) ( 4 ) 

的稳定性问题,在自治方程组的情况下，我们假设^⑷不是平衡位置.在周期方程组 
(见⑵）的情况下，我们给出了以 t 为周期的解 ( 4 ) 是渐近稳定的充分条件.由于自治 
方程组是周期方程组的特殊情形，因此可能会期待着这些条件也能用来研究自治方 
程组的周期解.但是,可以证明对于自治方程组来说,这些条件是不满足的（自治方 
程组的周期解不可能是渐近稳定的)，因而对于自治方程组周期解的李雅普诺夫稳定 

性要由另外较弱的条件给出. 

(A) 为了研究在解$⑷附近方程 (1) 解的性态，我们引进新的未知向量函数 j /， 
令 


® = <p(t) + ( 5 ) 

今后我们将假设方程组 (1) 的右端在集合 r 上关于向量 a 的坐标有二阶连续偏导数. 

在方程组 （1) 中引进变量替换( 5 )，并且把它的右端关于 y 展开，注意到 * ⑷是方程 
(1) 的解，我们得到 


y 




dx^ 


y 3 + 



(亡，2/). 


⑹ 


线性化这个方程组,亦即丢掉变量 y 的二阶小量项―，我们得到线性方程组: 


V = M^)y , 



这里4⑷是以 



dx^ 


为兀素的矩阵.我们假设方程 （1) 的右端关于变量《是以 7" 为周期的周期函数（见 

⑵)，而解⑷也是以 T 为周期的周期函数.在这些假设下，线性方程组⑺是以7*为 
周期的周期系数方 程组： 


a }(^ + T ) = ⑷， i , === 1，…， n ， 

因此可以谈论它的特征数（见 §1 9 ， ( E )) . 可以证明，当方程组⑴是自治的（见⑻） 
且周期解 W ⑻又不是平衡位置时，线性方程组( 7 )必定有一个等于1的特征数 ’ 

我们来证明上述结论 • 设屯⑷ 是一个矩阵,它满足矩阵方程 

金 = A(t) • 
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以及初始条件 


屯( V )=五， 

并令 C 是解 ® ⑷的根本矩阵（见§19, ( A )), 因此 


直接验证即知，向量方程 (7) 的任一解 轉) 都可以写成形式： 

I 

由此以及关系式 (8) 与 (9) 即得： 

寸 (to + r ) = Ct /)( t 0 ). 

注意到方程组⑴是自治的，我们有（见 ⑶）： 
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⑻ 


⑼ 


( 10 ) 


洲=伽⑷)； 

对 Z 求导这关系式，可得 

卵)= 姻抑) • 

于是向量函数0⑷满足向量方程( 7 ) . 但是向量函数0⑷是以 r 为周期的周期函数, 
于是由 （10) 得出 

0(尤0) = ^ ( t 0 + r ) = C ( p ( t 0 ) , (11) 

且因为 0( io ) # 0 (由于 W ⑷不是平衡位置)，所以由此得到，矩阵 C 有一个特征值等 
于 1 ，从而方程 (7) 有一个特征数等于 1 . 


李雅普诺夫定理及安德罗诺夫—维特 （ Ah^zqjohob-Bhtt) 定理 

现在我们可以就方程组 (1) 是周期方程组和自治方程组来陈述周期解 P ⑷稳定 


性的充分条件. 


定理25 设方程⑴关于（是以 T 为周期的周期函数（见 （2))， 而 p ⑷是它的也 
以 r 为周期的周期解（见⑷）.如果方程( 7 )的所有特征数（见 §19，( E )) 按模都小于 
1，那么解$⑴是渐近稳 定的； 并且存在这样的正数> 0,使得当 | Xl — Xo | < ^时 

有估计式 

IWMo, A) - p ⑷ | < - 尤 0 |, t^t 0 (12) 

成立，其中？'与 Q ： 是两个与 a ? i 无关的正数. 

定理 26设方程 （1) 是自治的，而 p ⑴是它的以 T 为周期的周期解，且不是平衡 

位置， 如果方程( 7 )的特征数中，等于1的特征数的重数是 i ， 而其余的特征数按模都 
小于1，那么解沖)是李雅普诺夫稳定的. 
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定理25是属于李雅普诺夫的.定理26是属于安德罗诺夫和维特的，而且是作为 
个很精细的李雅普诺夫定理的十分简单推论得到的.这里给出定理26的另外一个 


依靠李雅普诺夫方法的证明. 

在证明定理25和26之前，讲述一下对两种情况都需要的一些做法. 

在§ 26中曾经给出了某个函数基于自治方程组的导数定义.现在对非自治方程 
组也给出这个定义. 


( B ) 设 


F(ac) = F(x 1 ^ - - , x n ) 


是向量变量： r 的某个数值函数，这个函数基于方程组 （1) 在点 t 0 i x Q 处的导数 
F {1) ( t 0 , x 0 ) 是用如下方法定义的.设#⑺是方程组 （1) 以 t 0 , xo 为初始值的解， 

令- 


实现上式右端的求导，我们 得到: 


巧 i )( 以) 

i=l 

如果方程组 (1) 是自治的情况下，那么函数 F (; r ) 基于方程组 （1) 在点处的导数 
F (1) ( t , x ) 就与 t 无关. 

( C ) 设 

z = Bz + p ( t , z ) (13) 

是标准微分方程组的向量写法，其中 B = (& j ) 是常数矩阵，它的所有特征值都有负 
实部，而余项池 z ) 对于 i Wo , | z | < c , (c > 0) 有定义，且假设满足估计式 


I 池 (14) 
这里 P 是正数.于是可以证明，方程 (13) 的解;2： = 0是渐近稳定的，并且对于以‘ 

kll <Ci <0为初始值的解2 = ；^，21)有估计式 

1 x( 亡，之 1)1 < r|zi|e~ a(t ~ to \ t^t 0 (15) 

成立,其中 r, a 是与 Zl 无关的正数. 

命题 ( C ) 的证明与李雅普诺夫定理的证明完全一样（见 §26) ，因此进行这个证 
明时就不必过于详细了. 

令 W ( z ) 是常系数线性方程组 


z = Bz 


(16) 
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的李雅普诺夫函数（见 §26,(E))， 因此它满足不等式 


W m ( z ) 




■ ■ 

hj 


^ - 释⑷， 


0 >Q 


从这个不等式以及估计式 (14) 我们就得 到：当 


W { z ) < C2 


时有不等式 


W m ( z ) 




E 

• $ 

^3 


dW ( z) hi 


dz 


4 b 1 〆 



E 


w 

% 


^^P%z)K-2aW(z) 


成立，这里 a < /3 和 c 2 是某些正数.令 


切 ⑷ 




心(㈣） ， 


其中 W ( z l )< c 2 . 对于函数扣⑷，^紀只要有关系式 


^(0 ^ C 2 


成立，那么它就满足不等式 




2aw{t ). 


(17) 


从 (I 7 ) 得出，只要扣⑷< a， 函数 w ⑷就减少，确切地说就不增，而由于在初始时 
刻 f =妃满足不等式切⑷< C2 ，所以点 X(t 名1)不可能离开由不等式 VT ⑷彡 C2 所确 


定的闭集 F， 因此对所有的〖彡 t Q , 解 x ^ Zi ) 有定义 (比较 § 22 ，(B)，(C)) 且对所有这 
些6值，不等式(I 7 )成立.现在假设々# 0,我们可以从不等式 (I 7 ) 出发进行如下计 


算: 






2a 


或者把它积分 即得: 


In w(t) 


lnw(to) ^ 


2a(t 


亡 0 ) ， 


由此得到: 


w(t) < w(to)e~ 2a ^~ to ^ ? 


或者同样地写成 


W(X(bi)) < 之 0e - 2 冲 _*◦) 


从这个估计式直接得出估计 式 ( 15 ). 

于是命题 (C) 得证. 
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定理25的证明 

根据定理12,存在变换 


y = T(t)z, (18) 

其中矩阵： T ⑷是实的，且以 2 T 为周期;在这个变换之下，方程 (7) 变成有实常系数矩 
阵 S 的方程 


z = Bz • 

矩阵是这个方程的解（见 §19,( C )), 因此矩阵是这个方程的根本矩阵，而这 
就意味着 e 2 # 就是方程⑺的根本矩阵.于是根据定理25的假设，矩阵的所有 

特征值按模都小于1 . 但是根据定理29 ( 见§ 35 ) ，矩阵 e 2 " B 的特征值都有形式， 

其中 A 取遍矩阵 S 的所有特征值,所以 | e 2 - A | <1，因此矩阵 B 的所有特征值都有负 

实部.将变量的变换 (18) 应用到方程 (6) ，我们就把方程 (6) 化成形式 (13) ,而对于它 

的解 z = X (〖， 我们得到估计式 (15) ,从这估计式以及矩阵: T ⑴的非退化性得到估 
计式 (12). 

于是定理25得证. 


定理 26 的证明 

从方程 (7) 有一个重数为1的特征数1，而其余的特征数的模小于1的假设出 
发，我们来证明存在以 2 r 为周期的矩阵 T ⑷，用它作出的变换 

2/ = T(t)z (19) 

把方程⑺变成有实常系数矩阵 B 的方程 


而矩阵 S 有 形式: 



9 


B = 



J 5* 0 

0 0 



其中是其所有特征值都有负实部的 n — i 阶方阵 t 

令 C 是矩阵方程（见⑺） 

Y = A{t)Y 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


的某一个解的根本方阵.因为 C 有一个一重的特征值 I 所以在某个基之下它有形 
式： 


C* 0 

0 1 


( 23 ) 
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这里 (7* 是 n -1 阶的实方阵，它的所有特征值按模都小于1 (见 §34，( G )，( H )). 因为 
矩阵 C 7 和矩阵 (23) 可以互相通过变换得到，所以矩阵 (23) 也是方程 (22) 某一解的根 
本 矩阵; 我们今后假设 C 和矩阵 (23) 完全相同.由§ 35中的命题 ( D ) ,存在满足 条件: 

^2tB* 广 *2 


的实矩阵，而且由于定理29，矩阵的所有特征值都有负实部.显然，矩阵 B (见 
(21)) 满足 条件： 

e 2rB = C 2 

(见( 23 ) ) .于是（比较定理12的证明)，存在变换 (19) ，它把方程⑺变成方程 (20). 

现在来搞清楚，为了使得变换 (19) 能够把方程 (7) 变成方程 (20) ,矩阵 r ⑷应当 
满足怎样的条件？求导关系式 (19) ,我们 得到： 

2/= T ( t)z + T ( t)z = T ( t)z + T { t ) Bz . 

在这个关系式中，按照公式替换; s 即得： 

y ^{ t { t )^ T { t ) B ) T ~\ i ) y . 

因为这个方程与方程⑺相同，所以 

{ T { t ) ^ T { t ) B ) T -\ t ) = A { t ). 

以矩阵 r ⑷右乘这关系式的两端 得到： 

T { t )^ T { t ) B ^ (24) 

加在 r ⑷上的这个条件是变换 (19) 能把方程⑺变成方程 (20) 的充分和必要的条件. 
我们将关系式( 24 )分成两个，为此把矩阵 T ⑺表示成形式： 


r ⑷⑷, t ⑷)， 

其中： r ⑷是 n 行 n - l 列的矩阵，而 t ⑷是矩阵叩)的最后一列，因此它不是零向量. 
于是我们有（见 (21)) : 

☆⑷ + = r 2 5) 


m 






(26) 


由关系式 ( 26 ) 看出明是方程⑺的以 k 为周期的周期解，所以它满足条件 （与 （: lo ) 


比 较): 


^(^o) = t(to + 2r) = C 2 t(t 0 ) • 
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于是，向量的 0) 是矩阵 C 2 对应于特征值1的特征向量.因为矩阵 

C 2 = |> 2 0_ 

0 1 
■ ■ 

有一重的特征值1，而且还知道矩阵 C 2 对应于这个特征值的一个特征向量 + 
0( 见(11))，所以我们有 

t((o) = 7^(^o) , 

又因为两个向量函数 t ⑷和0⑷都是方程⑺的解，因此有 

t ( t ) = ⑷. 

由此看出，如果在矩阵 r ( o 中把它的最后一列 t ⑷换成向量 0 W ， 那么重新得到的 
矩阵 CT * ⑷, cp ( t )) 仍将满足条件 (25) 和 (26). 因此我们将认为 


r ⑷ = (:r ⑷， 0⑷). (27) 

从所得到的关系式( 25 )和( 27 )出发，我们把方程⑴的未知函数 a ； 变换成在自治 


情况下（见⑻）新的未知函数 Z *，S 


其中 z * = (?，_..，# -1 )是 n - 1维向量，下面 


我们将它看成是单列矩阵，而 s 是新的数值变量.我们设尤与/^之间的变换为 


x = T *( s ) z * ^-( p ( s ) = (28) 

这个变换关于 s 是周期的，其周期为 2 r . 当卜*|充分小时，关系式 (28) 建立了在 
每一对 z *， s 与由解 x = p ⑷所确定的周期轨线 K 上的点 p ( s ) 相邻近的点 a ； 之间的 
对由于这个映射在点对， = 0 ?S = 处的函数行列式等于矩阵 ： r (So)( 见 (27 )) 
的行列式，因此不等于零，所以映射(圳在点对; s * = o , s = s 0 附近是单值的.我们 
把点对 ( Z *， S ) 的坐标 S 看成是以 2 t 为周期的循环坐标，亦即把点对和 (/, s + 

2 r ) 看成 一样. 因为点对 (0， s 0 ) 和(0，卽 + r ) 在变换(路)之下变成轨 线冗的 同上点 

_0)，所以点对(0，郎)和 (0 ， So + T ) 的某些邻域与轨线火上点的同一个邻域 

在映射 (28) 之下是互为单值的.于是，映射 (28) 把所有点对(乂，幻（当|?|充分小时) 

的集合两层地覆盖在曲线 K 的某一个邻域上.这时由所有点对 (0 ,吨 （K s < 2 r 所 
组成的闭曲线两次覆盖在曲线 if 上， 

现在用公式( 2 8)来替换方程 (1)( 见( 3 ))中的未知向量代入左端 给出： 

^ ~ T * ( s ) z*s 4- T *( s ) z * + ( p ^( s)s . (29) 

代人右端得到： 

f( x ) — /(^( 5 )) + A(s)T*(s)z* + R(s,z*) , ( 30 ) 
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其中余项 z *) 对于 s 是以 2 r 为周期的周期函数，而关于向量/是二阶无穷小量. 

使关系式 (29) 和 (30) 的右端相等， 即得： ' 

T*( 5 )i* + T* / ( S )z*s + f(<p(s)) + A{s)T%s)z^+ R(s,z*). 

按公式 (25) 替换矩阵 4( s )： T * ( s )， 以及用 〆 ⑷代替/(^⑷)，我们得到 

+ if\s)s + T^(s)z*s = ip f (s) + (T*\s) + T\s)B^)z* + R(s,z*), 

由此得出 

T*(s)(z* - B*z*) + + T*\s)z*)(s - 1) = H( S 〆)• • (31) 

我们现在引进新的辅助变量到讨论 中来： 向量 tx * == «... ，⑺- 1 )及数量 w n . 
在变量« ?) = ( w i , …，的 n 维空间中，考虑依赖于参数 s 及 f 的线性变换 M : 

M{u\u n )= T*(s)u^ + (^(s) -f T*\s)z*)u n . 

当/ =0 时，变换 M 成为 r ( s )， 因此当 Z * 接近于零时，变换 M 是非退化的.于是方 

枉 

M(u*, u n ) = R(s^ z*) 

(当 Z * 接近于零时）关于 W * 和是唯一可解的，而它的解 

u * — Q *( s ^ z *) 1 



u n = q(s y z*) 

关于 s 是以 2 r 为周期的周期函数，而关于向量 z * 是二阶无穷小量.由于关系式 （31) 
可以重写成 形式： 

M(z* -B*z\s-l) = R(s,z*l 

因此我们得到： 


g W) ， S~l = q(s,z *). 

于是，在变量，， s 的空间中方程 (1) 可写成 形式： 


i *=^* + g *( s , z *), (32) 

s = l + g (5, z *). (33) 

卜这时存在这样正数 e ， 使得当 | z *| < s 时，余项啦 O 满足不等式 \ q ( s , z *)\< l . 

当每个解 V = z*(t), S = S ⑷满足这个不等式时,可以取 S 代替（作为自变量而因此 
方程 (32) 和 (33) 可重写成 形式： ’ 

dz * — 

ds 1 + g( 5 ,^ + ) ， 
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或者另一个 形式: 


dt _ 1 

ds • 1 + q(s y z*) 


dz ^ 一 

ds 

dt 

ds 


=1 + k(s,z *), 


(34) 

(35) 


其中余项 k *( s , z *) mk ( s , z *) 关于 S 是以 2 r 为周期的周期函数，而关于向量 z * 是二 
阶无穷小量. 

在方程组(3 4 )和 (35) 中，自变量是而看成是 s 的未知函数.方程 (34) 不 
含有未知函数 i ,， 因此它可以单独求解.于是，为了找出方程组 (32) 和 (33) 以‘ 
si 为初始值的解，应该首先找岀方程 (34) 以右，^为初始值的解 z >, z 〖， Sl ); 根据 
命题 ( C ) ，当|右|充分小时，这个解对所有值 s 彡力有定义，且有估计式 

\z*{s,z{,si)\ < r|zi(e~ QS . (36) 


然后，应当找出方程(邪)以妃， z ?, 々为初 始值 的解； 这个解可由下面显然的公式给 
出： 


8 

t = to^- J (1 + A:(s, Z*{s,z{, si )))ds 

Si 

s 

=to — + s + J k(s ， z*(s f s\))ds . 

si 


(37) 


只要^ j 充分小,最后一个方程关于 s 是可以求解的，所以我们 得到: 


s = s ( K 5l ). (38) 

将这一个关于 s 的表达式代入方程组 (34) 的解 z *( s , zls x ), 即得： 

z * ⑻ = • (39) 

公式 ( 38 ) 和 ㈣ 一起给出了方程组 ㈣ ， ㈣ 以‘ z 〖，以为初始值的解•由 ( 37 ) 得 
出，当 f 彡《 0 时我们有 


S 1) - < \si - i 0 | + l\zl\ 2 ? (40) 

其中 Z 是某一正的常数.在特殊情况下，当;= 0, Sl = *0 时，解( 3 8)和 (39) 有 形式： 

z* ⑷= 0, s(t) = t • 

从估计式 ㈣ 和_得出，方程组 (32), (33) 的这个解是李雅普诺夫稳定的. 
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将解 (38), (39) 代人变换公式 （28)， 我们得到方程 （1) 以 f = ‘怎二心= 

9 {z\,s 1 ) 为初始值的解 a ; = a ^) .由于映射 (28) 在点对 z* = 0,s = t 0 的某个邻 
域上是互相单值的，所以方程 (1) 以 k ， 为初始值的任一解 ai = ❾），当 | a?i - 

x 0 | 充分小时，可以用这样的方法从方程组 (32), (33) 的某个解(38)， (39) 得到.这时， 
解 ar = < p ( t ) 是从解 z * -0,5 = f 得到的.这时从解之* = 0, s 三 f 的李雅普诺夫稳定 

性（由变换 （28) 的一致连续性）推出周期解 z p ⑷的李雅普诺夫稳定性. 

于是定理26得证. 

把这里所得的结果应用于极限环的情形. 

( D ) 我们假设自治方程组⑴(见 (3)) 是二 阶的： 


x i = / i (x\x 2 )^f(x), i^l,2, 


并令 







是它的以 t 为周期的周期解.这时方程组 (7) 有形式 

dx 2 


y 




y 


? 



根据命题 ( A ) ,这个方程组有一个特征数等于1，把第二个特征数记为 A . 

证明 


A = exp 


(/( 響^) 



因此,如果 






, dr(<p(t)) 

dx 2 


dt <0, 


于是可以 

(41) 


那么周期解 ； T = ⑷是李雅普诺夫稳定的事实上（见下面的例题)，存在周期解 
® 的后继函数 x ⑻(见 §28), 使得 


X’(wo) = A ， (42) 

因此当 A _ 1时，周期解 x ：=#(£) 是粗极限环.它当 A < 1时是稳定的，而当 A > 1时 
是不稳定的. 

我们来证明等式 ( 4 1) •方程 4 ⑷ F 以屯 (0) = £；(见 (A) ) 为初始值的解 y = 
屯⑷的根本矩阵 C 由等式 

C=^(t). 

给出. 根据刘维尔公式我们有 

Det ^ (r) = Det ^(0) - exp ( f 5(i)dA , 
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其中 


S(t) 


aj(i) + «2(t) 




dx 1 



9f 2 ((f(t)) 


dx 2 


(见 § 17 的命题 ( G )). 在我们现在的情况下,矩阵 C 是二阶的，且有一个特征值等于1， 
而另一个等于 A ，因此我们有 


A 




DetC 




exp 


r 

/( 


ftc 1 



df 2 (雨 

dx 2 


dt 


例题 


设 p ⑷是自治方程组 (1)( 见 (3)) 以 T 为周期的周期解,它的初始值是 to 


记 


这个方程组以心$为初始值的解为 y >( a ) • 对于解⑷，我们来构造类似的后继函 


数（见 §28), 它现在是变量 w 1 , … ， w n _1 的 n 


1维空间变到自身的映射. 


设 


x = g(u ) ; 


U 


(乜\…， 


U 


n—1 


(43) 


是一个曲面的方程，它与轨线 p ⑷相交于唯 




的一点 


XQ 


^P(tQ,Xo) 




咖0), 


(44) 


且在这一点处不与轨线^⑷相切,所以向量 


邠 0 )，鮮，. 


du 1 


99( u 0 ) 
’ du n ^ 1 


(45) 


是线性无关的.当 |u 


w 0 | 充分小时,我们寻找轨线贞抝)与曲面 (43) 当 f 靠近 


时的 交点. 令就是这个交点，于是关系式 


⑻) 




9(v) 




0, 


(46) 


正确.当 w 


« 0 时，我们有方程 (46) 的显然解: 


t = to + 丁， V — Uo 

(见( 4 )和( 44 )).这里我们把 w 看成自变量，而看作未知量 • 根据 (45) 的线性无 
关性，方程组( 46 )关于未知函数 t 和 v 的函数行列式当 ^ t 0 + r, W = n 0 ^ = W0 Ht 
不等于零，所以当卜_ « o | 充分小时方程组 ㈣ 存在解 

I 

t== 亡 O)， V = x(u), 

而且 ㈣ W )- (《0 + T )| 和 Ix ( W ) - U Q | 都很小，我们称变量 W 1 ，..， ，^ 1 空间到其自身 
的映射 X («) (当卜 - ti Q | 很小时有定义）为后继映射，方程 


x (^) — W = 0 


( 47 ) 
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的每一个解《 =叫都对应着自治方程组 (1)( 见 (3)) 的一个周期解#(£， 〆 ％))，它的 
周期接近 T ;特别，解 W == Uo 对应于原先的周期解 V ?⑷= y >( t ， ^(« 0 )) . 如果函数矩阵 

M = \^ r )^ m = 1 , …，卜 1 

_ 

没有等于1的特征值，那么方程 (47) 的解 w = Wo 是孤立的.实际上，方程 (47) 的函数 
矩阵当 w = 时等于 

M-E\ 

为了使得这个矩阵的行列式不等于零，其必要和充分条件是矩阵 M 没有等于1的特 
征值. 

现在来搞清楚是否所有邻近于由$⑷所描述的轨线火的周期轨线7^，都是由 

解 ¥^， g ( Wl )) 来描述的问题，其中％是方程 (47) 的解.在平面的情况下 （n = 2) 确 

实失真 • 可以证明， 当 3 时情况已不是这样了 • 我们来分析这个问题.把 t 看作 
解的最小周期，也就是等式- 

~1~ 0 ~ 9( 亡 0) 

仅当 i = At 时才成立，其中 A 是整数（见 §1 5 ，( C )). 如果轨线靠近轨线 K ， 那么 
它与曲面( 43 )相交于某一点贞％)，而且 - w 0 | 接近于零.令 

u 2 = x (« x ), U 3 = x ( u 2 ), …， u i+1 = xK ) ，…. 

因为轨线 1^是 闭的，所以在这序列中可以找到与 点… 重合的点，设 Wfc+1 是第一个 

这样 的点. 于是轨线由解来描写，而且它的最小周期接近于数 fcr ; 

解仅当沿轨线 #) 绕行 A ： 次后才回到原来的位置.在平面的情况下，仅可^ 

能有 fc = l 的情形_我们称 fc 是轨线心的重数.为了找出二重轨线，需要求解的不是 
方程 (47) 而是方程 

X ( X (^)) ~u = 0; 

为了找出三重轨线，需要求解方程 

x [ x ( x ( u ))] 一 w = 0 

等等.函数 Ww ))， x [ X ( X ( w ))]， …称为函数 x ( w ) 的 迭代； 记 A : 重迭代为 /( w ) 
因此，为了求得靠近解^⑷的所有 A 重周期解,应当求解方程 

- w = 0, (48) 

但是从方程( 4 8)的所有解中，应当只选取那些不是前面重数的方程 的解; 方程 (47) 的 
解 n =抑也是所有方程(姑）的解•方程 ( 48 )的函数矩阵当 W = UQ 时显然等于 — 
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E * ; 因此，为了使得方程 (48) 只有一个靠近 抑的解 《 ，只需矩阵 M * - 五*的行 

列式不等于零，或者同样地，只需矩阵没有等于1的特征值，最后，或者矩阵 M 没 
有特征值等于 VI . 因此，为了在轨线 K 的邻近没有给定重数 fc 的周期轨线，只需矩 
阵 M 没有等于的的特征值就 行了. 特别,如果 M 的所有特征值按模都小于1，那么 
它就没有这样的特征值. 

从上面的讨论看出，矩阵 M 在研究方程 (1)( 见⑶ ） 接近周期解 #) 的轨线时起 
了多么重要的作用.我们现在证明，如果方程 (7) 有一个单重的特征数等于1，那么 
在曲面( 4 3)的某种选择下，矩阵 M 和矩阵(见 (23)) 是相同的.令 

m = ；郎卜咖 . 

^ €=*o 

于是根据§ 24的命题 ( C ) ， 我们有 

击⑷ = A(t)^(t) ? ( 49 ) 

而且满足初始 条件： 

^(^o) = E. 

因此矩阵是矩阵方程(奶)的解，显然方程(别是方程⑺的矩阵形式，所以 


^( t 0 + r ) = (7. 

由于矩阵 (7 有一个单重的特征值1,所以可在向量没的空间中（见 ( A )) 选择这样的 
基底，使得矩阵 C 写成 (23) 的形式.令 


® =抑 0) + y 

(与⑼比较）之后，选取向量2/的分量作为方程⑴ ( 见⑶ ） 在相空间中的坐标.用这 
种方法得到的在相空间中坐标仍然记为 x n ， 而曲面 ( 43 )由方程 

X 1 … = u n - \x n = 0. 

给出.假设在关系式( 46 )中《 = 咖)和 v = x ㈤ 是变量 W 1 ，... ，- 1 的函数，关系 
式 (46) 对 w 1 ， …， W - i 求导，并令 w = 0,^ = i 0 + r , t ?-0, 我们得到等式’ 
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本附录共有两节,分别针对两个完全不同的分析问题. 

在§32中介绍了一些最基本的内容，涉及到多变量空间中连续性概念，其中开 
集占有很重要的地位，它的重要意义在于，微分方程的右端是在开集中给出的，依赖 
于参数的解也是在开集中唯一确定的（参看定理 13). 所以准确地理解开集对于把握 
微分方程解的存在定理是相当必要的. 

在§33中证明了隐函数存在定理和介绍了它的一些应用. 

在这两节中所涉及的问题并非相当深入，也不是分析课程中最重要的.但作为 
本书的附录还是很必要的. 

§32. 欧氏空间的拓扑性质 


在分析课程中几何的描述或者解析式的几何说明起着很重要的作用.几何的解 

释能够建立解析式和几何图像之间的联系，同样，几何的直觉可以帮助分析 t 解析几 

何建立了解析式和几何图像之间的 联系. 直观地说，几何图像可以在平面和空间中 

进行讨 论， 但是多元分析用到是几何的语言和在多维空间中进行讨论.在这里我们将 

讨论多维的欧氏空间，同时可以把它们看作向量空间_拓扑性质是几何图像的最重 
要的几何性质.在这里仅对简单的性质进行讨论. 

欧氏空间 

首先简单提一下„维欧氏空间的概念. 

(A) 由 n 个实数所构成的序列称为 n 维向量，而这些实数称为向量的坐标.通 
常用相同字母和不同的上标来记，例如， a ： 1 , $ 2 ,…， ： r n , 而向量本身或用字母上面带 
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箭头符号，或以黑体字母例如 X 来表示，即 

x = (t't 2 , … , ar n ). 

所有 n 维向量的全体称为 n 维向量空间，用大写的字母只来记.两个向量 

« = ( x \ x 2 r - ,^ n ), y = [ y ' y 2 , …， y n ) 

的和与差定 义为： 

x -\- y =-( x l ^- y \ x 2 -\- y 2 r ^, x n -h y n ), 

•m 

z — 2 / = (a：i — y 1 ， T 2 — 2 / 2 , … ,x n - y n ), 

向量; c 与实数 a 的乘积定义为 

otx = (ax 1 , ax 2 , - - * ^ax n ). 

所有分量为 0 的向量称为 0 向量（读作:零向量)，它在向量空间中有特殊的意义.这 
样就在向量空间中定义了向量的加减法和数乘的代数 运算. 在欧氏向量空间中还定 
义了两个向量的数量积运算，任意两个向量 ar 和 j / 的数量积定义为一个数，写成 

(® ， I/) = ^y 1 + x 2 y 2 + .. • + x n y n . 

如果向量 y 和向量 ; r 一样，就得到该向量的数量平方化 〆 ） =$ 2 , 它总是非负的, 
并且当 ® = 0时，它为零.向量 a ： 的长度或者模定义为 

I x 1= +y/{x 1 x). 

我们常常称向量为欧氏空间丑中的点.向量 x 和2/差的模，也就是数丨 ® 丨为 
两点; c 和 y 之间的距离. 

往下将建立欧氏空间中关于数量积的基本不等式. 

( B ) 对欧氏空间中的任意两个向量 a ； 和 y , 有不 等式： 

(®， y ) 2 < a ? 2 y 2 ， ( i ) 

l ® + yjOI + | j /|， ( 2 ) 

而对欧氏空间的任意三个点 a ， 6, c 有不等式 

\a-c\^\a-b\ + \b~c \ t ⑶ 

为了证明第一个不等式，考察向量 a;c + 2/ ， 其中 a 是任意实数，并且给出这个向量 
的数量平方的 形式： 


(ax + y ) 2 — a 2 x 2 4 . 2 a ( x , y ) + y 2 t 
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因为向量的数量平方不可能为负，所以不等式右端无论 a 取什么样的值都不可能为 
负，所以二次方程 

a 2 x 2 -f 2 a ( ar ， y ) + y 2 = 0 

关于未知变量 a 不可能有两个不同的实根 t 由此可得,该二次方程的判别式 ( x , y ) 2 - 
x 2 y 2 非正，这就意味着不等式 （1) 成立. 

为了证明不等式（2)，对它的左边进行平方 

® + y | 2 = + 2/) 2 = x 2 + 2( x , y )+ y 2 , 

根据不等式 （1) 可得 


1 ^ + 2 / 1 2 <1 ^\ 2 ^\^\\v\-h\y\ 2 = (\x\ + \ y \f, 

由此直接可得不等式 （2) (因为 \ xl \ y \ 都非负). 

为了证明不等式（3)，只要在不等式 （2) 中令 ar == a- &， y = &- c 即可. 

于是命题 ( B ) 得证. 

欧氏空间的开集，闭集和有界子集 

简单提一下集合交、并运算的定义.这里所指的集合是指欧氏空间中的集合 

假设 


紙，地 ， …， Mfc (4) 

是任意的空间 i ? 中的有限集合系. 

集合 S 称为⑷的并，如果丑中的点 a 属于 S 当且仅当无至少属于⑷中的 
— * 个. 

集合/>称为⑷的交，如果丑中的点 x 属于 P 当且仅当疋属于⑷中的每 

■ !■!>*! 

P 

假设 M 是 J ? 中的任意集合. 

集合 D 称为是集合 M 的补集，如果中的点 x 不属于 Af 当且仅当 ® 属于 
D . 显然集合 D 的补集就是 M . 

假设 


仏， 



2 ,… ,D k 


⑸ 


是集合系⑷的补系，意即 A 是集合 Mi 的补集，容易看出集合系 （5) 的交是集合 
系 （ 4 j 并的补.反之，集合系⑷交的补是集合系⑸的并 

往下建立欧氏空间中集合最简单的拓扑 性质. 这些性质基本上是同欧氏空间丑 
中的开集、闭集相联系的. 


( C ) 假设 a 是欧氏空间中的任意点并且 r 是任意正数 . 丑中所有到 a 距离小 
于 r 的点的集合称为中心在 a 半径为 r 的球中心为 a 的任何球称为点 a 的邻域 
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邻域的概念还能推广（参看例 3). 如果对集合 G 的任一点 a , 存在它的完全属于 G 
的一个邻域，则集合 G 称为 空间及 的开集.假设 M 是集合丑的任意一个子集，如 
果 i ? 中点 a 的每个邻域包含不同于自身的集合 M 中的点，则点 a 就称为集合 Af 
的极限点.这时点 a 的每个邻域一定含有集合 M 的无限多个点.如果点集 F 的每 
个极限点都属于自身,则点集 F 称为闭集.事实上，任何开集的补集是闭集，而任何 
闭集的补集是开的. 

现在证明命题 ( C ). 我们首先 证明： 如果点 a 的每个领域至少含有集合 M 不同 
于 a 的一个点，那么该领域一定含有集合 M 的无限多个点.假设 R 是点 a 的任意 
一个半径为 n 的邻域, an 是集合 M 中不同于 a 的点并包含在 R 中.因为# a , 
所以 - a | = r 2 > 0. 中心在点 a 半径为 r 2 的球 C / 2 不含点 a ； i 但它含有集合 M 
不同于 a 的某个点 t 2 . 继续这个过程就可得到无限序列^ ，…，…， 该序列中 
的所有点取自于 M , 包含在 R 且两两不同. 

现证命题 ( C ) 中最后一个结论.假设 G 是丑 的某个集合, F 是它的补集， G 是 
开集.证明 F 是闭集.设 a 是集合 F 的极限点，则 a 不属于集合 G . 如若不然，由 
于集合 G 是开的，就一定存在完全属于 G 的点 a 的某个邻域，它不含 F 的任何点， 
这就意味着点 a 不是 F 的极限点，矛盾于假设.所以 a 属于集合 

现在假设集合 F 是闭的，证明集合 G 是开的.假设 a 是 G 的任意点，因为它 
不属于集合兄根据闭性它不是 F 的极限点并且存在点 a 的某个邻域，它不含 F 的 
任何点，所以该邻域整个都含在 G 中.这样就证明集合 (7 是开的. 

于是命题 ( C ) 证毕. 

显然空间既是开集又是闭集，而 i ? 中的每个有限点集 F 都是闭集.事实上， 
一般而言集合 F 没有极限点，所以它包含一切极限点，也就是说它是闭的 • 

—当向量空间—维时，它就同所有的实数集相 一致， 此时定义在向量上的代数 
运算，是在实数上通常的运算，而向量的模就成了数的模，这时两点 a 和6之间的 
距离就成为两个数差的绝对值 \ a - b \. 直接看得出，在实数空间中满足不等式 x < a 

或者不等式 ® > a 的所有点 x 的集合是开集，其中 a 是某个固定的数.由不等式 
® > a 或者 a ? 所确定的集合是闭的. 

( D ) 欧氏空间 i ? 中有限个开集的并和交是开的，有限个闭集的并和交是闭的 
为了证明命题 ( D ), 假设 

…， Gk ⑹ 

是空间 i ? 中有限个开集，证明它们的并是开的，假设 a 是属于该并集的任意存则 

它至少属于（ 6 )中一个集合， 不妨属于 Gi .因为 Gi 是开的，所以中存在包含点 
a 的某个邻域，显然该邻域也包含在 （6) 的并集中. 

证明（ 6 )的交集也是开的.假设 a 是该交集的任意 一点， 那么它属于 （6) 的每 
一 个集合仏因为集合&是开的，所以存在中心在 a 半径为 ri 的完全包含在 G 
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中的球.令 r 是有限个数 r u r 2 , …， r k 中的最小的一个，那么中心在 a 半径为 r 的 
球就包含在 （6) 的每一个集合中，所以该球属于它们的交，由此 （6) 的交集是开的. 

现在从开集 （6) 转向它们的补集,就可得到关于闭集的一系列结果（参看 ( C )). 
于是命题 ( D ) 得证. 

( E ) 假设丑是欧氏空间， 

oi ， a 2, …， afc ，... (7) 

是中的某一个无限点列， M 是 R 中某个点集.注意到序列与集合的不同之处不 

仅在于序列由点排列而成，而且具有不同下标的点可能是一样的，所以被写成无限 

序列的所有点的集合本质上不同于序列本身.特别它可能是有限的.如果存在这样 

的数 r ， 使得序列（ 7 )的每个点满足不等式|办| < r ， 那么序列 （7) 称为有界的.同 

样，如果存在这样的数 r , 使得 M 中每 个点; r 满足不等式 ㈣ < r ， 则集合 M 称为 
有 界的. 如果有下面关系式成立 

£m | a fc - a | = 0, ⑻ 

那么称序列（ 7 )收敛到丑的点 a . 如果在这种情况下序列 （7) 含有无限个不同点，那 
么点 a 是序列（ 7 )所有点的极限并且是该集合的唯一极 限点. 事实上，有界的点列 
总是存在收敛的子 序列. 由此直接可得任何有界无限集合 M 都有极限点. 

我们来证明命题 ( E ) ，假设⑻式成立，并且序列⑺所有点集乂是无限的.从 

⑻式可得，中心在 a 的每个球包含了序列⑺中除有限个点外的其余所有点因为 

集合乂 是无限的，所以，点 a 的每个邻域都含有乂中的无限点集.所以点 a 的每个 
邻域都含有不同于 a 的点，这就意味着点 a 是乂的极限点. 

现证点 6/ a 不可能是4的极限点.不妨假设 a ， 6之间的距离为 2/>. 因为 
a # 6,所以 p > 0,并且中心在 a 和6 半径为 P 的球 尸和 Q 不相交 • 这可以由不等 

式 （3) 得出.由上所述，因为球 P 含有集合4除有限点外的所有的点，所以球 Q 仅 
含有集合乂的有限个点，所以点6不是集合4的极限. 

现在假设序列（ 7 )有界，则可从中选取收敛的子序列.证明时将用到数列的结 
论，把（ 7 )中的每个点用坐标表示 

S 

a k = ,a^), 1,2,. . , 

因为序列⑺有界，所以存在这样是数 r ，当 |afc| < r 时，有 

\ a k\ < ^ i = 1,2, ••• ,n; fc=l ， 2, … 

所以数列 

a iJ a 2) …，… ⑼ 
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有界.因此从中可以选取收敛的子序列.为了不更改记号，不妨认为被选取的子序列 
就是序列（9)，结果有下列关系式. 


lim a\ 



其中 a 1 是某个数.同样从数列 






以2，•**，％，_•• 


( 10 ) 


可以选出收敛的子序列.不妨被选取的子序列就是序列 （10) 本身.对下标1，2, ... ， 
继续这个过程，可以找出序列 （7) 的子序列 



&1 ， &2,…， bf 


( 11 ) 


对该子序列的坐标有下列极限式 


lim b\ = a * ， 




1，2 


n 


( 12 ) 


其中七是某个数 


假设 


a 


(a 1 


， f ) •由 （12) 可得 


lim 1 6, 一 a| = 0 ， 

l—^oo 

所以从序列 （7) 就可以找到收敛的子序列 （11). 

最后将证明任何有界无限集 M 有极限点.因为集合 M 无限，所以从中可以选 
取无限序列 

a i? 勿， … ， afc，• ■. 

该序列的所有点两两 不同. 因为该序列有界，可以选取收敛于点 a 的无限子序列 


&1，&2,… (13) 

因为⑽的所有点两两不同，所以点 a 是 （13) 所有点集的极限,进而它是 M 的极 
限点. 


于是命题 ( E ) 得证. 

在若干问题上欧氏空间的有界闭子集很重要.现证明这种子集的一个特性， 


为紧致性. 


称 


( F ) 欧氏空间 i ? 的点集 M 称为紧的，如果它的每一个无限子集都有属于集合 
M 的极限点.事实上，集合 M 是紧集当且仅当它是有界闭集 

我们来证明命题 ( F ). 



§32. 欧氏空间的拓扑性质 
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首先假设集合 F 是有界闭集，并且 M 是它任意无限子集.因为 （ E )， 集合 M 
存在某个极限点 a ， 该点也是集合 F 的极限点.因为 F 是闭集，所以点 a 属于 K 
所以，集合 F 的任何无限子集 M —定有属于 F 的极限点，这就意味着 F 是紧的. 

现在假设集合 F 是紧的，则它有界.倘若不然，则从 F 可以选取两两不同的点 


列， 

叫叱， …, 叫 ,.., 


并且 


\^k\ > k, A; = 1,2, • • • 


假设 a 是 ii 的任 意点， 由不等式⑶推出 | ajfe | $ |私 - + | a | 所以 


(14) 


|ofc — ct| ^ k — |cz| 

这就意味着从点 a 到点 a k 的距离随 A : 无限增长，所以点 a 的任何邻域仅含集合 

( 14 )的有限 个点. 进而集合 F 的无限子集（ I 4 )没有极限点，这就与集合 F 的紧性 
矛盾. 

最后证明紧集 F 是闭的.假设 c 是它的极限点.因为点 c 的每个邻域含有集合 
F 的不同于 c 的点，所以从 F 可以选取收敛于点 c 且两两不同的点列 


ci ，...， c “"_ • (15) 

根据 （ E )， c 是点列 （ I 5 ) 唯一的极限点,并且由紧性该点列有属于 F 的极限点，所以 

点 c 属于这样，集合 f 的每个极限点属于自己，这就说明，是闭的. 

于是命题 ( F ) 得证. 


连续映射 

假 设乂和 S 是两个任意的集合.如果乂的每个点 a 完全对应于集合 B 中的 

点 y = f ㈤ ， 则我们说给出了从集合乂到集合 b 的一个映射/ (换 言之在集合乂 
上的函数/的值在集合 S 上).如果 C 是2中的某个点集， 那么形如 y ：= f0c) 所 

有点集称为在映射/下集合 C 7 的像 /( c )， 其中 a 是 （7 的任意一点.如果 D 是集 

合 S 中的某个点集，那么4中所有那些在映射/下其像 /(X) 属于 D 的点①全体 
称为在映射/下的集合 P 的原像 /- 1 ⑼. 


(G) 


假设和 S 是两个欧氏向量空间， M 是丑中某个点集，/是 m 到空 


间 S 的映射.对于 M 中的点 a ， 如果对每 


个正数 


£ 




5 (其中疋是 M 中的任意点）有 |/( x ) 


存在这样的正数 A 使得当 





集合 M 的点 


合 M 上连续.如果对任何正数 


/⑷丨< e ， 则称映射 (函数） f 在 


连续.如果函数/在集合 tv / 上每点 a 连续，则称函数/在整个集 


€ 


存在相应正数5,当 I % 




S (其中 a 和 
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是 M 中的任意点）有 |/( xi ) - f ( X 2)\ < £, 则称函数/为 一 致连续的.显然 一 致连 
续的函数是连续的.往下把向量写成分量形式，记 

X = ( T 1 ， … ， X P )， f(x) -= (尸 ㈤ ， … ，/»)， 

其中 P 和 g 是欧氏空间 i ? 和 S 中相应的维数.这样可以用具有 P 个变量的 g 个函 
数来替换向量变量; C 的向量函数/ 

f ( x ) = / J '( x 1 , •• - , x p ), j = 1 ,*** , g . (16) 

容易证明向量函数 f ( x ) 的连续性等价于所有多变量函数 （16) 的连续性.关于一致 
连续性也是同样的，在这里不作讨论. 

( H ) 假设丑和 S 是两个欧氏向量空间,/ 是只 中某个开集 G 到空间 S 的连续映 
射. 则空间 S 的任何开集丑的原像 f -' H ) 是空间中的开集. 

为了证明这一点，假设丑是集合 S 中的任意开集， a 是集合的任意点. 
因为丑是开集，点& = /( a ) 属于它，所以存在包含在丑中的点&的邻域邻域 
V 是中心在6,半径为某个正数 e 的球.根据映射/的连续性，存在这样的正数在当 
l ^- a |< 5( 这里 ® 是 G 中的点)，有 | f(x) - f(a) |< 又因为 a 是开集 G 的点， 
所以存在中心在 a 半径为 r 含在 G 中的球.令 s 是数5和 r 的较小的数，那么中 
心在 a 半径为 s 的球显然包含在集合/- 1 (丑)中，由此可得该集合是开的. 

(I) 假设丑和 S 是两个欧氏向量空间， F 是丑中有界闭集（也就是紧集)，/ 
是集合 P 到空间 S 的连续 映射. 那么映射/是一致连续的,而集合 /(F) 是有界闭 
集（紧集).特别，定义在紧集 F 上的连续数值函数/有最大和最小值. 

首先证明映射/是一致连续的.如若不然,存在这样的正数 e ， 对于任意正数5, 
存在 F 中的两点 a 和 x 当丨 ； r - a |< 5时有 | /( ㈨ -/( a ) e . 由此可以构造无限 
个点列 

ai ， a?i,a2 ， a ； 2, • •. ， ak ， Xk ， …， 

满足条件 

I f( x k) - f(a k ) £, k = 1,2, , (17) 

I — ajt |= 0. (18) 

因为序列 ai,**- ， a fc ， … 包含在有界闭集 F 中，所以从中可以选取 p 中收敛于某个 
点 a 的子序列.为了不改变记号，不妨认为序列％ ， … ，和 ，… 就是收敛于 a 的子 

序列. 

因为函数/在点 a 连续，所以存在正数当 | x—a |< 5时有 | /&)-/ ⑷|< 

又因为序列 … 鳥 … 收敛于 a 并且（ I 8 )式成立，可以找到充分大的 Jfc 当 
| a fc -a |< 丨 - a |< 5时（参看⑶）对这样的 A : 我们有 

I /(叫） 一 f(a k ) |<| f( Xk ) - f(a) I + I f(a k ) - /( a ) |< 2 •三， 

2 
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这就与 （17) 式矛盾，所以映射/是一致连续的. 

最后证明集合 /( F ) 是紧的.假设 M 是 f ( F ) 中任意无限点集，从集合 M 可以 
选取两两不同的无限序列 

&1， ... ， bfc ， … (19) 

对该序列的每 个点心 可以找到 F 中相应的点叫使得 f ( a k ) =心 ， fc = 1,2,….点 
叱，…，以，…也是两两不同的，所以在集合尸中具有极限点仏可证点6二/⑷ 

是集合（ I 9 )的极限.假设 V 是点 b 的任意邻域，也就是说它是中心在&半径为 e > 0 
的球.因为函数/在点 a 连续，所以存在这样的正数么当 | x — a 丨< 5 (这里 x 是 
F 的点）时，有 | f ( x ) - f ( a ) e , 又因为点 a 是点集 ai , a 2 , …，叫…的极限，所 
以在中心为 a 半径为5的球 (7 中至少存在该集合的两个不同的点和叫 .点心 
和扣属于球 V ，又因为 k 和匕不等，所以该两点中至少有一点不重合于点 6, 这 
样，点&的任意邻域 K 至少含有集合（ I 9 )的不同于6 — 个的点，所以6是集合 （19) 
的极限点，进而它是集合 M 的极限点.所以集合 f ( F ) 是紧的. 

如果空间 S 的维数是1，那么/ = /是数量函数，这时，集合 /( F ) 是实数集的 

有界闭集.集合 /( F ) 的上下确界是有限的并且属于 /( F ). 这时集合 /( F ) 的上确 
界就是函数 /( F ) 的最大值而下确界就是它的最小值. 

于是命题( I )证毕. 

例题 

讨论若干连续函数的例子. 

1 假设五和 *5 是两个欧氏空间，空间丑中每个点$ = ( x i ， _ 

间 S 中的点 …， ，)•记 

P 

y J = + 0 ， j = l，...，g 

i=l 

这里 < 是矩阵 A = 的元素，而 fr ? 是向量6= (&1，… ，6?) 的分 

成向量的形式 

y = Ax + 6, (21) 

则关系式（ 2 1)称为空间 A 到空间 S 的仿射映射, 

可证该仿射映射是连续的.为简单起见，把仿射映射记为 /. 假设❽和❿ 是五 

中的两个点，它们的距离为 | ❿-吻|< J ， 需要估计在空间 S 中相应两点奶= /(Xl ) 
和奶 = f ( x 2 ) 之间的距离.我们有 

3/1 - 2/2 = A(xi — X 2 ), 

或者写成分量的形式是 

yi~yi = ^2^(x1 -xi), j = l, 


•- , xP ) 对应于空 

( 20 ) 

量，把 （20) 式写 


* « • 




(22) 
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假设 7 是 | g 1这些数中最大值，所以对所有的 U 有 k K 7. 考虑到 I Xi |< tf ， 
所以丨 ： ci 1< &根据等式 （22) 可得 


\y{-yi \<m^ j = h } 


回到向量形式有 | 2/1 - i /2 |< Spy ^/ q . 只要取5 < 


e 


Ply/Q 


由此可见,仿射映射不仅是连续的，而且是一致连续的. 


就有不等式 | % -奶|<已 


从证明看出（参看 （ H ))， 如果丑是空间 S 的某个开集，那么在仿射映射/下它 
的原像 /- HF ) 是 i ? 中的开集， 

如果矩阵4是方阵 （p = g ), 并且是非退化的（行列式不等于零)，那么方程组 
(20) 关于未知变量 x 1 , - • • , x v 是可解的.这样，向量《就可以由向量 y 唯一确定： 


x — Cy + d , 

这就意味着仿射映射/的逆映射/- 1 同样是仿射的.这时空间丑中的开集被映射 
成空间 s 中的开集，同样 空间丑 中的闭集（开集的补）被映射成空间 s 中的闭集 
(开集的补).如果把空间 i ? 到空间 S 的非退化仿射映射/看作是空间丑中使得距 

离发生了改变的坐标变换,那么可见空间的拓扑性质（集合的开和闭）不依赖于刻画 
两点之间距离的坐标系. 

2. 假设 i ? 是欧氏空间， a 是它的某个非零向量 . i ? 中每个向量 a : 对应于数 

V = /⑷，记 


V = (a，》). 

显然函数/是空间 i ? 到实数空间的仿射映射，并且是连续的.所以，任何开的实数 
集的原像是 开集. 满足不等式2/ < a 或者2/ > a 的所有实数集 y 是开的.而在空间 
R 中该集的原像是由不等式 ( a , x ) < a 或者 ( a , x ) > a 来定义的，这些不等式在空 
间丑 中定义了开的半空间，这些半空间是由平面 ( a , x ) - a 划分空间所得到的. 

这些开的半空间的补是由不等式 ( a , x ) > a 和 （ a , a ?) 彡 a 定义的，它们是闭的.因 
为它们是开集的补集. 

有限个不等式组 


( ai , a ?) < ai , …， ( a k , x ) < a k 

确定了空间丑中开的凸多边形（一般来说非有界 的)， 其中 ai ，…， afc 是向量, ai ，…， 
是数. 它是开集，因为它是由某些开的半空间的交所得的_同样的，有限个不等式 

组 

(ai,x) ^ ai, …， 

在空间 i ? 中定义了凸的闭多边形，它是 闭集. 因为它是闭的半空间交. 
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3. 假设 i ? 是欧氏空间，而 L 和 M 是它的两个子集.所有形如 b - y | 的数 
的下确界称为集合 L 和 M 之间的距离，其中 x 是 L 中任意的点，而是 M 中任 
意的点.如果集合1只含有一个点 A 那么我们就可以得到点 ® 到集合 M 的距离 
f ( x ), 它是 空间丑 中点 x 的数量函数. 

易见 ，点; r 到集合 M 的距离 f ( x ) 为0 当且仅当点$或者属于集合 M 或者是 
它的极限点.由此可知，当集合 M 是闭集，由关系式 /( x ) = 0可得: c 属于 M . 

现证点 a ： 到集合 M 的距离 /( x ) 是连续函数.假设 a : 和 y 是 i ? 中两个点，它 

们之间的距离小于^ - 2/| < £， a 是 M 中任意点，由不等式 （3) 可得 

_ 

/㈤ ^：\x ~a\^\x-y\ + \y - a\. 

§ 

因为该不等式对集合 M 的任意点都成立，所以，我们在它的右边换成下确界（点 a 
取遍整个集合 M )， 不等式仍然正确 


/ ㈤ 彡 |x — 2 /| + f ( y ) < e + f ( y ) 


所以 /(; r ) - /( y ) < 同样可证明 /( y ) - /( x ) < 从这两个不等式可得 \ f ( x ) - 

/( y )| < e . 所以从不等式 | a ; — j /| < e 得到 |/(®) - /( y )| < s , 这就说明函数 /(®) 不 
仅是连续的而且是一致连续的. 

由于点®到集合 M 的距离 /( z ) 是连续函数，所以不等式 /( a ) < a 和/» > a 
在空间 i ? 中定义了开集（参看 （ H ))， 而它的补集由不等式 /(x) > a 和/ ㈨ < a 所 

定^所以由这些不等式所定义的集合是闭的_特别由不等式 /( a ；) < 0所定义的集 

合]是闭的.由集合 M 添加它所有极限点所得到的集合 M 称为集合 M 的闭包, 

如果集合 M 有界，那么由不等式/ ㈦ ）< a 所定义的集合不仅是闭的，易见它是有 
界的. 

如果有界闭集 F 与闭集 M 不相交，那么这两个集合的距离为正.为了证明该 

结论，重新记/ ㈤ 是点; c 到集合 M 的距离.因为函数/ ㈤ 连续，所以在有界闭集 

F 上它有最小值 m . 易见 m 就是集合 F 和 M 的距离•现证 m > 0.假设 a 是尸 

中的点，并且 /( a ) = m . 如果 m = 0,那么点 a 就属于集合 M (由它的封闭性）而 
这是不可能的，因为集合 F 和 M 不相交. ’ 

由于点 a ： 到任意集合 M 的距离 /( a ) 是连续函数，因此特别当点 T 到点 a 的距离 
_ a l 是 x 的连续 函数. 由此得出所有的球（见 ( C )) 都是 开集. 在命题 ( C ) 中，我 
们把中心在点 a 的任意球称为点 a 的邻域，在很多情况下，把含有点 a 的开集都^为 

是点 a 的邻域是非常方便的.对于邻域概念的这种推广并不会影响极限点的定义 

§33. 隐函数存在定理 

I 

、本节将证明著名的隐函数存在性和可微性定理.这些定理应用广泛，特别在本 
书中经常用到.这里将用逐次逼近法（或者压缩映射 原理） 来证明隐函数的存在定 
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f(t,x) = 0 . (4) 

我们称向量自变量*的任何连续的向量函数 ; c = 为方程⑷的解，如果它在自 

变量 t 空间 G 的某个集合 r 上有定义且对所有开集上的点 t 1 , …， t k ， 满足方程 （4) 

= 0 . ( 5 ) 

定理27假设行列式 

dPjt, x) 
dx 』 

在开集 r 上的每一点 ( t , x ) 上不 为零. 那么对开集 r 上满足条件 

/(*o,a?o) = 0 ⑹ 

的每一点 (t Qy x 0 ) 方程⑷存在满足条件 


#( 亡 0) = ⑺ 

的连 续解 : r = p ⑷，并且是唯一的.即在含有点 ( to ,® o ) ^空间 R 上存在这样的开 
集£/，使得满足方程⑷的集合 J 7 的每一点同样满足方程 a ； = p ⑷.换而言 
之，在点 ( t 0 ,® 0 ) 附近没有满足方程⑷而不满足方程疋=#⑷的点 • ° 
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我们将用多变量向量函数列的一致收敛性来证明该定理•在§20和§21中仅讨 
论单变量函数列，所以在此我们将提一下多变量向量函数列（参看§21 ( B )). 

( A ) 假设 F 是空间: T 的有界闭 点集. 在集合 F 上给出的连续向量函数$ = 
模的最大值 

|| ^ ||= max 丨 $⑷ | 

称为它的范数.利用范数的概念可以定义下面函数列的一致收敛性 


^ o , …，的， …， (8) 

_ 

其中每个元素都是定义在 F 上多变量的向量函数如果 

+lim || f - 的 ||= 0. 

t—^OO 

那么函数列（ 8 ) — 致收敛于定义在集合 F 上的连续函数^⑷.函数列⑻ 一 致收敛 
于某个连续函数的充要条件是满足不等式 

I 朽+1 ~ IK a iy 

其中数知， a x , • * * ，(1“… 构成收敛级数. 

定理 27 的证明. 为了对方程（ 4 )采用逐次逼近法，把该方程写成其他形式.为 
此假设 

d . 

b j = ij = 1, ■■- ,n. (9) 

因为行列式 

dpjt . x ) I 
~ dx 3 I 

在开集 r 的每点 ( t . x ) 不为零，所以矩阵 b = _ 有逆矩阵 B - 1 . 我们把方程组⑴ 
改写成 

^ ^ j xj — ^2 b l j xj - i = 1，…， n ; 

3 3 

并把 （10) 的右端记成 h ^ t . x ), 由关系式⑼可知 

d - 

(尤0, ®0) =0， i，j =： 1，…， 72. 

可以把方程 （10) 写成向量形式 

Bx — h ( t ^ x ) 

对 （ l 2 ) 两边同乘以矩阵 B - 1 可得它的等价形式 

x = g(t, x), 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

( 13 ) 
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若干分析问题 



沒 ( to ， xo ) = ® o _ (15) 

可以对满足条件 （ I 4 )，（ I 5 ) 的方程 （13) 采用逐次逼近法.也就是说，在 （13) 中把每 
个向量函数 ; r = 轉 )代人 a: = g(t ， or )， 也即 


(16) 

用算子记号把它写成 

= 聲. (17) 

现在需要构造这样的连续函数岭⑷的集合 n ， 使得算子 4 把该集合 n 中的每个函 

数映射到同样属于该集合的函数，也就是说，在该集合中算子乂是压缩的. 

选取两个正数 g 和 a ， 使得当 


*-^ o | ^ q , \x - x 0 | ^ a (18) 

时点 ( t , x ) 属于开集 r 并且满足不等式 

d ifjL 、/ k 

( t ， x ) 《0， hj = lr - , n T (19) 

^中 fc 是满足条件 0< k<l 的某个数.这是能做到的，因为集合 r 是开的，而导数 

系 J ^( t ，; c ) 连续并且在点 ( t 0 i x 0 ) 上为零（参看（ I 4 ))•根据§21中⑹对集合 （18) 
中任意两点 （ t ，; r ) 和 ( t )V ) 满足不等式 


\g(t, x) - g(t, y)\ < k\x - y\ (20) 

(参看 (19)). 又因为函数 g(t,x) 连续，所以存在充分小的正数 r 以，有 

\9(t,x 0 ) - g(t 0 ,x 0 )\ < (1 - fc)a ， 其中 — t 0 | < r. (21) 

在 （20) 中令 y =怎 0 ,由 （20) 和 （21)( 当 |尤 - x 0 | < a ，— « 0 | < r ) 可得 

\g{t^ x) — xq\ = |^(t, x) — g(to y x^) 

1 

^ \g(t, x) - aj 0 )| + x 0 ) - g(t 0 ,x 0 )\ 

^ k\x — xq\ + (1 — k)a. 


所以，当 
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^ | ^ \x — Xo\ ^ ft (22) 

有 

\ g ( t , x ) - a?oK a . (23) 

因为 r < g ， 所以对集合 （22) 的任意两点 （ t ，） 和 ( t , y ) 不等式 （20) 和 （23) 都满足. 
把每一个定义在闭球 \ t - t Q \^r 上满足条件 \ ip ( t ) ~ x Q \^a 的连续函数 p ⑷的全 
体看作集合，记为 a 从不等式 （ 23 ) 可知算子4把集合 n 中的每个函数映射到集 
合自身，而从不等式（ 2 0)可得，算子 A 在集合 n 上是压 缩的： 即对集合 n 上任意 

两个 函数叭 也有 

|| A^j — A<p || < & || 4 — v ? || . 

由此可得，在集合上存在和唯一的函数 p 它满足条件 

^P = A(p ( 24 ) 

或者等价于 （5) 的等式 

p ( t ) (25) 

现在需要证明如果点 （ t ，®) 属于集合（ 22 )和满足方程（ 4 )(或者方程（13))，那么 
它就满足方程 

x = ( p { t ). (26) 

事实上，由 （20) 


x - = \q{^^) - g(t, v?(^))| ^ k\x - ip{t% 

因为 A : < 1，该不等式成立仅当 a ? = 9(坏特别因为点 [ t ^ xo ) 满足方程⑹所以它 
就满足方程⑺ . 

这样，我们就构造了定义在开集 G 上方程（ 4 )的解 ; r = p ⑷，开集 G 由不等式 

卜知| < r * 所确定，并且构造了含有点 ( to ^ o ) 的开集 C /， 它是由不等式 \t-t 0 \<r, 
x - x 0 \< a 所确定的，并在其上解唯一. ’ 

于是定理27得证. 

定理 28 类似于定理 27, 假设行列式 

dpjt . x ) 

dx 3 

在开集 r 的每一点 ( t ,®) 非零，此外偏导数 


dP ( t ， x ) 

~ dtP "" 



» • • 


，rz 
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在集合 r 上有定义且连续.那么方程⑷的任何解 


X 






( 〆 ⑷， 




在它所定义的开集 G 上具有连续的偏导数 


d 一 ( t ) 

’ 


P 


1， 


♦ » _ 


fc; 




1， 




n 


证明 假设 to 是开集 G 的任意 


点，在其上方程 （4) 的解有定义并且满足 


X 


稱 往下将证明在点 x 0 = 
假设 a 和 g 是两个正数；当 


< p ( to ) 的某个邻域偏导数 


dip 1 

at ? 


存在且连续. 


亡0 < 分， 


X 


< a . 


(27) 


时点 ( t ， x ) 属于开集 r , 点£属于开集 G ， 而函数$⑷满足条件 


k ⑷ 


x 0 \ < a. 


为了计算导数 ^记 e p 为 k 维向量空间7 1 中的单位向量，它的方向沿着 p 轴 ，令 


兔2 


ti ^ re p , 其中6是空间 r 的向量，而 r 是实数.那么 


Wi ) 

dtP 


lim 

r—►O 


邱 2) 


^(« l ) 


r 


(28) 


这样在计算偏导数 g 时，应先给出函数 


作 1，丁) 




^( tl ) 


T 


(29) 


选取充分小的正数7>，当 A 




t 2\ ^ r ? | r | < r 时向量 h 和满足条件 


h 


^ o | < q , 


1^2 


艺 o | < q 


集合 （ 2 7) 是凸的，所以差 


广(龙2, vK 亡 2)) 


/Wl 神 1)) 


为零，根据阿达马引理我们有 


/%， 沪⑹) 




k 


E 咖，邮 


n 


2 




4) 








0, 


(30) 


3= 
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其中丑 /( h ， T ) 和 irj ( h , T ) 当 \ t - to \ < r , M < r 时有定义且连续.因为 

* 


而行列式 


3/^0, 尤 0) 

dx j 


不为零，所以对充分小的 r ， K ) ( t ! , r ) 形成的行列式不为零，考虑到 T ¥ 0方程 （30) 
除以 r 后有 

n 

- H ^ tur ). (31) 

)=1 

因为方程组 （31) 的系数和右端函数给定，并且系数行列式不为零，所以这个关于函 
数妒 ( ti ， 丁) 的方程组是可解的.由此可得 

^{ tx . r ) = x j (* i ， t )， (32) 

其中当 |t - t 0 | < r ，| r | < r 不排除 r = 0 时函数 x j ( tu ) 有定义且连续.在 （32) 中 
左端函数在 r ^ O 时处处有定义，而右端函数对任意的 | t | < r 都有定义且连续，由 
此可得下面极限式 

lim ^ j ( ti , T ) = x j ( h , r ). (33) 

T ― ►U 、 f 

这样从 （ 28 )， ㈤ ）和 （33) 可知，当 |t - t 0 l < r 时导数存在且连续. 

于是定理28得证. ^ 


例题 

1. 假设丑是变量 a : 1 ， …，，空间而 a 是只中某个点， 

W ㈤ =… jX n ), j = 1 ,…， n (34) 


是定义在点 a 某个邻域上的函 数组. 假设这些函数和它们的偏导数 - U ^ 连续，函 

数矩阵的行列式在点 a = «不为零.那么根据连续性，在点 a 的某个邻 
域里行列式不为零.利用函数（34)，令 

V 3 = W0 1 ， … ,x n ), j = 1,... ,n, ( 35 ) 

在点 a 的某个邻域中可以引进点的新坐标 〆 ，..•，来替换原坐标 a ： 1 ，... ，#,或 
者写成向量形式： 


y = u(x). 


( 36 ) 
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事实上由定理27,数量方程组 （35) 或者向量方程 （36) 关于; r 是可解的.所以可以 
得到向量解 

^ = v ( y ), (37) 

它定义在点6的某邻域中且关于2/满足恒等式 

V = u ( v ( y )) (38) 

和 v (6) = ct . 根据定理 28 向量 v ( y ) 的分量… ， v n ( y ) 关于变量 y 1 ，. …， y n 
有连续偏导数. 

连同 （38) 将证明关于 变量; r 的恒等式 

X = v { u ( x )), (39) 

为 此讨论 关于未知变量 z =( z 1 ,..- , z n ) 的方程 

u ( x )= u ( z ). (40) 

显然该方程有解在恒等式（ 38 )中用函数 11(®) 替换2/，可得关于$的恒等式 

u ( x ) = u ( v ( u ( x ))). 

由此可知函数 z = v ( u ( x )) 是方程（ 4 0)的解.但是根据唯一性该解应该同原先得到 
的解 z = x 一样， 所以就有 ^ 这样恒等式 （39) 成立. 

从恒等式（洲）和（邪）可知变换（邪）和（訂）是互逆的，并且在空间丑中点 a 
的某个邻域中从坐标 3： 1 , ••- 到坐标 y 1 ’…， y n 互变. 

2. 假设 i ? 是变量 x 1 ， … W 空间， a 是该空间某个点并且 

W(x) =u j {x 1 r ^ t x n ) t j = 1, ， " ， k, (41) 

是定义在点 a 的某邻域的函数组.又假设函数 01) 以及它的偏导数 M x ) 连续 

在矩阵 dx% . 

( du j ( x ) \ . ^ 

^ — l x i ) ，2 = 1’…，％ j = l ， … ■，心 (42) 

中上标 j 是行数 ， S 是列数，这样矩阵 ㈣ 具有 A ; 行 w 列.注意到第 j •行 

/ du ^( x ) du ^ ( x ) \ 

V dx l : ， dx n ) 

是函数的梯度.如果在点 a 该矩阵的秩为 fc ， 则根据连续性，在点 a 的某个邻 

域该矩阵的秩也为 t 这时函数 （41) 称为线性无关的，如果在点 a 的某个邻域内矩 
阵（ 42 )的秩小于&那么函数 01) 称为线 性相关 的_ 
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如果 fc < n 并且函数组 （41) 线性无关，那么可以添加若干个函数…， 
u n ( x ) 得到线性无关函数组 

^( x ), - - - , , u n ( x ). (43) 

事实上，当 a = a 时矩阵 （42) 是常值矩阵，它的行向量线性无关.可以对这个矩阵 

补充常数行使它成为非退化的方阵.添加的行正是线性函数…的 
梯度. 

往下将证明很重要的 结论: 如果函数 （41) 线性无关，而函数组 

w 1 ^)， …， u k (X) ， u ;( x ) (44) 

线性相关，那么存在具有连续偏导数的函数 W ( y \^- ，沪)，它关于变置 a 满足恒 
等式 

^( x ) = W { v }{ x ) r - , u k { x )). ( 45 ) 

换言之，函数 uj(x) 可由函数 (41) 表出. 

为了证明这个结论，扩充线性无关组（ 4 1)至（奶),并且根据例1的公式 （36) 引 
进新的坐标 

V — u ( x ). 

假设 ; r = v (2/) 是它的逆映射（参看 (37)). i 2 

w iv) =^(^( 2 /)). (46) 

事实上，这样所定义的函数 W ( y ) = W ( y \ ... ， y n ) 只依赖于变量 〆 ，...， y *( 往下将 
证明这一点)，而且就是所求的函数 W % 1 ， …， /)• 事实上，把 j / = «($) 代人 （46) 

考虑到恒等式 （39) 可得 

, u k { x )) = uj ( x ), 

这就是要证明的 （45). 

最后证明函数（ 46 )不依赖于变量 y k +\ … ， y n . 为此，记 f 是这些变量中的一 


个，只要证明 


dW{y) 

dr -匕 

V - — . — , T ■ ■ ^ « 

一 ■ . | M V 

(47) 

就够了. 





已知 






dW(y) 

dy r 

dx i 

2=1 

dv^y) 

dy~' 

(48) 
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因为 （41) 线性无关，而 （44) 线性相关，所以函数 0； 的梯度可由函数 （41) 的梯度线 


性表示 



duj(x) 

dx { 




du l (x) 

dx i 


+ 


• • « 


+ a^k 


du k {x) 

dx l 


i = l ， 


* • » 


n 


(49) 


其中〜，…，似是某些依赖于 x 的函数.在 （49) 两边同时乘以 
S 求和可得 


dv^y) 


dy 


r 


并关于指数 


dW(y) 

dy r 




^ du l (x) dv i (y) 


1 


dx i 


dy 


r 


+ 


+ 办 


^ du k (x) dv i (y) 

dy r 


(50) 


显然 



du s (x) dv i (y) 


dx i 


dy r 


dy s 

dy r 





5 = 1， 


* * 




(因为 r > A ). 这样 ，（50) 的右端为零， 从而 （47) 得证. 




附录 II 线性代数 


在这个附录中讲述了本书最基本章节里所用到的线性代数结果.应当指出，§36 
只依赖于§ 34的结论，完全没有用到§ 35的结果. 


§34. 最小零化多项式 


特征值与特征向 



( A ) 


每一个其元素为实数或复数的 n 阶方阵 


A 









都对应着 n 维向量坐标空间丑的一个线性变换 亦即： 它使得空间 i ? 的向量 



(尤 1 ，…，; c 


用关系式 


y 




确定了与向量 


Ax 




V 




{y\ 


， y n ) 


的 对应. 这时零矩阵 o ( 它的所有元素等于零)所对应的变换是零变换0,它把每一个 
向量变为零向量.单位矩阵 


E 


(^) 



0 , 




9 


当…•时， 

j 时 
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对应的变换是空间丑的单位变换或恒等变换丑: 


Ex = x * 

如果在空间 i ? 中引进新的坐标 a / 1 ，… ， x '它们与原来坐标 V ， … ，，的联系是 

t 

或者写成矩阵的 形式： 

x f = Sx , 

那么变换4在新坐标下就对应于矩阵 

A f ^ SAS ~\ ( i ) 

我们来证明关系式 (1). 事实上， 

y f = Sy = SAx = SAS ~ l x f . 

( B ) 令 A 是一般线性变换，而 A 是在某一坐标系下变换义所对应的矩阵如 
果有不为零的向量/ I 以及某一数 A 满足关系式 


Ah = Xh , (2) 

那么就称向量 A 为变换4的特 征向氟 而称数 A 为这个变换对应于向量/^的特 征值. 
矩阵 ( a 】- 巧）的行列式： 


D ( z ) = \dj — zSj \ = \A — zE 

称为矩阵 4 的 特征多 项式. 可以证明，多项式1)(岣的系数与坐标系的选取无关，而 

完全由变换4所确定_所以多项式 D ( z ) 也称为变换4的特征多项式.此外，数 i 当 
且仅当为多项式的根时，它才是变换4的特 征值. 

我们来证明多项式外)与坐标系选择的无关性.在新坐标系下，变换 A 所对应 
的矩阵是 SAS - 1 ， 其中 S 是某个非退化矩阵（见 (1)). 于是我们有： 

\ SAS ^ 1 - zB \ = \ SAS ^ 1 - zSES ~ l \ = \ S ( A ~ zE ) S '~ l \ 

= \ S \ - \A - zE \ - 15 _1 | = |5|* \ A - zE \^ |5| _1 = \ A ~ zE \. 

我们现在把与关系式 （ 2 ) 等价的关系式 (4 _ a 五)/ ^ = 0 写成坐标形式： 

n 

- — 0, i = 1, 


• • * 


n ♦ 
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这个齐次方程组有非零解 A 1 ， …当且仅当它的行列式 I >( A ) 等于零.于是，多项 
式 D ( z ) 的每一个根 A 都是变换4的特征值，并且其逆也成立， 

( C ) 如果变换4的特征值 Ai ，…， Afc 两两不同，那么它们所对应的特征向量 
h ir ^ h k 是线性无关的. 

我们对于数 fc 来进行归纳法证明.当 A : = 1时，这个结论是显然的.假设它 fc - 
1 个向量正确，现在来证明它对 A : 个向量也正确.事实上，如果+ … + a k h k = 0 ， 
将变换 A 应用到这个关系式，我们 得到： 


从另一方面有 
两式相减 得到: 


aiXihi + • •. + afc 入 fc/ijt = 0; 


Xk(<^\hi + … + afc/ijb) = 0 • 


ai(Ai — Xk)hi + … + — Xk)hk~i = 0. 

按照归纳法假设，由此得到出 ， ai = • • • = ajt .! = 0 ，所以办心= 0， 从而处 = 0 . 

于是,如果特征多项式 J 5( z ) 所有的根都是互不相同的，那么我们可以取变换 A 

的特征向量&，•_•，、作为空间的基.在这个基之下，变换4所对应的是对角矩 

阵.在一般情况下，把变换矩阵化成对角型是不可能的，因此产生建立比较复杂理论 
的必要性，现在就转到这方面的陈述. 

最小零化多项式 

( D ) n 阶方阵可以按已知的规则彼此相加、相乘，也可以与数 相乘； 矩阵的这 
些运算对应于变换的同样运算.因此，如果 


/( 么 )=+ aiz m ~ l + ... + am 

是关于变量 z 的实系数或复系数的多项式，那么在这个多项式中把2换成矩阵乂 
们就得到矩阵 ’ 



/⑷ 




a 0 4 m + aiA^ 1 + ... + a m E ， 


它是矩阵>1的多项式.可以类似地定义变换4的多项式 /( a ). 如果 /( z ) _ 0，而 
矩阵/04)是零（在这种情况下，变换 /( A ) 显然也是零变换)，则称多项式/(4 &矩 

阵乂和变换4的零化多项式.可以证明，矩阵 A 的特征多项式是矩阵4 的零化 
多项式： 


D(A) 




0 , 


为了证明这个结果，我们考虑以 


己1 ？ 
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为基的 n 维向量空间 i ?, 以及考察对应于这个基的坐标系，亦即 




(0，...，0)， 


其中坐标1位于第 j 个位置.我们用>1表示在所选取的基之下对应于矩阵4的变换. 


于是我 们有: 


Aej 



aje s 


s 


或者同样地， 




^ A ) e s 




0 


( 3 ) 


S 


令 


Lj(z) = a j — SjZ 


这里 (4 是 z 的零次或者一次多项式，而 


(啡 )） 

是由多项式组成的矩阵.在这个矩阵中，其元素⑻的代数余子式记为奶⑷于 
是有关系式 3 

J2 = ^tD(z) ( 4 ) 

_ 

成立.现在用多项式 M /( A ) 左乘关系式(3)，然后按 j 对所得到的关系式求和，根 
据⑷式 即得： 

sj 

= > : 6j D[A)c s = 0 . 

3 

因此，变换把空间 i ? 所有的基向量都变成零，从而是一个零变换，而这就意味 
着，与变换 D ( A ) 相对应的矩阵 D ( A ) 也是零 矩阵： 


D ( A ) 




0. 


( E ) 


有唯 



在矩阵 4( 或变换 A ) 的所有零化多项式集合中，在准确到数值因子之下， 

个幂次最低的多项式 A (2：) ;这个多项式 △(>) 是矩阵 j 的所有其他零化 
多项式的 因子； 它称为零化矩阵4的最小 多项式 _今后总假设多项式 △&) 的最高幂 
次项的系数等于一_在矩阵 A 是实的情况下，多项式 △&) 也是实的. 

、为了证明命题 ( E )， 我们注意到，如果 /( z ) 和 〆 z ) 是两个任意多项式，而沁)是 
它们的最大公因子，那么有恒等式 


d ( z ) = P( z )f(^) q(z)g(z) 


( 5 ) 
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成立，其中 P (4 和是用适当的方法选取的多项式.利用多项式的剩余除法可以证 
明恒等式⑹的存在性.由关系 （5) 推出，如果 /( z ) 和 〆 z ) 都是4的零化多项式，那么 
它们的最大公因子 d ⑷也是矩阵災的零化多项式.从命题 ( D ) 得出，矩阵乂的零化多 
项式是存在的.现在设是矩阵4幂次最低的零化多项式，而/(2)也是矩阵4的 
任意一个零化多项式.如果多项式△⑷不能整除多项式 /( z ) ，那么/(幻和△⑷最 

大公因子的幂次数就要比多项式 A ⑷的幂次数低，并且它也是矩阵4的化零多项式， 
但根据假设这是不可能的. 

现在假设矩阵4是实的，于是有 

0-A(^) = A(l) = A{A). 

因此多项式 S ⑷也是矩阵 A 的零化多项式，从而△⑷整除3⑷，而这只有当 
A(z) = A(z) 时才有可能.于是命题 ( E ) 得证. 

(F) 令 A(z) 是矩阵 4 的最小零化多项式，于是数 A 是矩阵 4 的特征值当且仅 
当它是多项式 △&) 的根. 

为了证明这个命题，我们用4表示在 n 维向量坐标空间中矩阵4所对应的变换. 
注意到如果 /( 匀是任意的多项式，那么 


从 Ah = Ah 推得 f ( A)h 




mh 


( 6 ) 


事实上，我们有 


Eh 




h 


Ah 


Xh 


A 2 h 




AXh 


X 2 h 


5 


A m h 


X m h 


将多项式 /( 为的系数乘以这些关系式，然后再相加起来就得到关系式 (6). 

假设 A 是矩阵4的特 征值； 于是存在这样的向量# 0,使得 i 4 /i = A / i , 以及 

由⑹得出= A ( X ) h ； 但是由于= 0,所以 A ( A ) = 0. 反之，令 A 为多 

项式△⑷的根，于是 △⑷= ( z - ^) r ( z ) . 因为△⑷是矩阵 A 的最小零化多项式, 
所以1\岣不是它的零化多项式，因此 r (4) ,从而变换 r ( z ) ,都不为零.于是,存在向 

量®，使得 r (> l ) a ； = ft / # 0,从而我们有0 = A ( A)x — ( A — XE ) Y { A)x — ( A — XE ) h f , 
亦即义 Y ，所以 A 是矩阵 A 的特征值. ’ 

于是命题 ( F ) 得证. 


根据需要，当向量只取实的坐标时，可以把坐标向量空间丑看成是实的，或者当 
向量取复的坐标时， 就把丑 看成为复空间，如果 x = ( x i ， …，: c n ) 是复空间丑的向 

量，那么至=(无\… ， F ) 就是； c 的复共轭 向量； 如果5是复空间的子空间，那么 

由一切与 S 的向量复共轭的向量所组成的子空间友就认为是与子空间沒复共的空 
间 * 

设负和为是空间丑的子空间，如果 ii 中的每一向量$都可以用唯一的方法写 
成和的 形式： 


X = X\ + X2 , 
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其中向 量心属 于子空 间况 ， i = 1 ， 2, 那么就认为复（或者实）的空间分解成子空 
间 A 与灸的直和 . 

(G) 设矩阵 4 的最小零化多项式 △(;?) 分解为两个互质的多项式 ：△⑷= 
Ai(z)A2(z) . 用况，纟 =1,2 表示由 i? 中所有满足条件 = 0 的 向量® 组成的线 
性子空间，这里 A 是矩阵 4 的变换 . 可以证明，空间 丑能被 分解为子空间负和 5 2 的 
直和 • （如果矩阵 4 是复的，那么这结论中的空间 i? 应当认为也是复的 .） 现在假设矩 
阵 / 是实的，于是应当注意两种重要情况： （ a) 因子 △ 1 (z) 和么以一是实的，这时空 
间 i? 以及它的子空间 & 和灸可以认为是 实的； （ b) 因子 (4 和 △2(2 ) 是相互共扼 
的，这时应假定空间 /? 是复的，而它的子空间 & 和灸 是复共轭的 . 

我们来证明命题 (G). 由于因子^⑻和 A 2 ⑷是互质的，所以可适当选取多项 
式和 ; >2(2) ，使得成立恒等式（见 (5)) : 


1 =Pi ⑷ Ai ⑷ +% ⑷么 2㈤. (7) 

注意到，如果⑷和 A 2 ⑷是实的，那么多项式仍⑷和仍⑷可取为实的，这是因 

为它们是由多项式 Ai (4 和 △ 奴勿用剩余除法得到的 • 现设 a ; 是空间丑的任意向量 
根据 (7 ) 有 

® =Pi(4)Ai(A)x + P2{A)A 2 (A)x. 

设 

X l = P2(-A)^2 (A)x <i X2 = Pi(A)A\(A)x , 

我们得到分解式 x ~ xi-\- a?2 , 并且 

Ai(A)aci = A 1 (A)p 2 (A)A2(A)x =p 2 {A)^{A)x = 0 ， 

A 2 (A)x 2 = A 2 (A)p!(A)Ai(A)® = 0 ， 

于是向量巧属于子 空间氏 • 如果 ani +< 是向量任意的和式分解，其中 V 属 
于况 ， i = 1 ， 2, 那么根据 (7 ) 有 * 


= +p 2 (^)A 2 (A)a; / 1 = P2(A)A 2 (A)(x / l + x f 2 ) = x x ; 

同样有 x / 2 =x 2 , 这就证明了分解的唯一性 . 


如果矩 阵乂是 实的，因子⑷和 4 ⑷也是实的，那么从实向量$出发我们 


于是命题 (G) 得证 • 

(H) 设 A 是 n 维空间的线性变换， 


入 1 ，入 2,…， Ar 


是这个变换所有特征值的集合， 
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△( 之 ) = ( z 一 Ai) fel (^- A 2 ) fca …卜一 K) kr 

是变换 4 的最小零化多项式， 

D ( z ) = (一 l) n (2 - A 2 )^ … (2 - A r )^ (8) 

是变换4的特征多项式.因为多项式△⑷整除多项式 D ( z ), 所以 

Qi ^ S = 1 ， • * • ， r • 

根据命题 ( G ) ，空间 i ? 分解为子空间 S U S 2 、 …， S r 的直和，这里况是由满足条件 

n 

( A ~ XiE) ki x = 0 

的所有向量: r 组成的.可以证明，空间况的维数等于乐.数你称为特征值人的 重数, 

我们来证明空间况的维数等于沿.空间况关于变换>1是 不变的 ，即含 

在 氏中. 这样，如果在空 间氐中 选取某一基，那么当把变换4考虑为&上的变换 

时，它所对应的矩阵戌是内阶的，其中内是子空间况的维数 • 如果空间 ii 的基是 

由所有子 空间况 的基组成的，那么在所得到的基之下，变换4对应的矩阵乂是由矩 

阵 4 i ， …，人组成的，4位在>1的对角线上.由此看出， 空间丑 的变换4的特征多 
项式等于乘积 

Di ( z ) D 2 ( z ) - - D r ( z ) , 

其中 A (4 是把变换4看为子 空间况 上的变换时的特征多 项式. 因为 ▲ (匀 = Q — 
A ^) fci 是子空间况上的变换义的零化多项式，所以况上的变换 A 仅有一个特征值 Ai 
又因为特征多项式 A (^) 的次数等于矩阵的阶数，即子空间况的维数内，所以 Di ( z ) 

具有形式 (- l) Pi (2 — \)内. 因此乃 ⑷= (- l) n b — &)仍(么 - A 2 产…(卜 A r )〜， 从 

而内=灸（见⑻ ）_ ’ 

这样就证明了命题 ( H ). 

§35. 矩阵函数 

在这一节中我们对变换 A 及其所对应的矩阵 j 不加区别，这是因为坐标系并不 
改变.同时，在这一节中将用到复变函数论的某些知识（例如可参考 M _ M , 普里瓦洛 
夫著《复变函数引论》——中译本，人民教育出版 社，; i 978 , 一一 译者注). 

矩阵的幂级数 

( A ) 设 


△0) = ( z - Ai) fcl ( z ~ A 2 ) fca . • • (2 — x r ) k ^ 

幻 >0，i = 1 ， …， r ， *! + + * ■ • + Jfc r = A ； 


(1) 
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是矩阵2的最小零化多项式，数 

^1^2, * * * t A r (2) 

是它的两两不同的根.根据§34的命题 ( F ) ， （2) 是矩阵 A 的所有特征值的集合.如果 
相应于矩阵乂的每一特征值给出了数列 

，… ，^-^(^), i = 1，…， r ⑶ 

那么说 在矩阵 4 的谱上给定了函数 如果 W (< z ) 是复变量2的某一函数，它在点\ 

处是正则的，以数⑶作为它 在点人 处的函数值以 及到幻 -1 阶的导数值，那么我们 

得到一个在矩阵4的谱上给定的函数.如果对于复变量 z 的两个函数,数值 (3) 相应 

地重合，那么说这两个函数在矩阵4的谱上是一致的.可以证明，两个多项式 /( z ) 

和 5 ⑷，当且仅当/(乂）== g ( A ) ,在矩阵4的谱上是一致的.还可以证明，对应任 

意给定的数 (3) ，常存在和唯一的次数 一 1 的多项式 ^(4 ，使得它在矩阵 A 的谱 
上与数 (3) 是一致的，即 


= J = 0,1，…， - 1; i = 1，… ’r • ⑷ 

这时，多项式的系数是量 (3) 的线性函数，因此连续地依赖于 (3). 

我们来证明这个命题•置 ft ⑷=/⑷1⑷.如果/(4) = #) ，那么 = 0 
其次，如果多项式/⑷，夕⑷在矩阵4的谱上是一致的，那么函 数吩) 在矩阵乂的谱 
上变为零.这样，为了证明命题⑷中关于多项式/⑷和咖)的部分，只要证明，当 
且仅当在矩阵2的谱上是零时，多项式/1卜)是矩阵4零化多项式就够了.现 
在来证明它.设多项式 A ⑷是4的零化多项式，根据§ 34 的命题 ( E ) ，多项式△⑷整 
除/ I ⑷，所以/ I ⑷以数\为根，且其重数不小于心(见⑴），从此推知它在矩 阵义的 

谱上是零.如果多项式 A &) 在矩阵4的谱上是零，那么它以数\为根，且其重数不 
小于 h ，因而多项式 A ㈤ 整除 +)( 见⑴)，从此推知 WA ) = 0 . 

现在证明命题 ( A ) 中关于多项式 P ㈤ 的部分.关系式⑷的集合可以看作多项 

式^(幻的系数的线性方程组，这个方程组有 A ; 个方程和 jfc 个未知数.为了证明命 

题 ( A )， 只要确定这个方程组的行列式不为零，为此只要证明’当这个方程组的右 

端变为零时，只有零多项式 #(>) 满足(旬就 行了. 当方程（ 4 )的右端变为零时，多项 

式 ^0) 在矩阵 A 的谱上变为零，而根据前面的证明，多项式 △&) 整除它但它的次 
数不高于所以它恒等于零. ’ — 

于是命题 ( A ) 得证. 


( B ) 设4是实矩阵，这时它的最小零化多项式 △&) 是实的 （见 § 34 的命题 

( E ))， 所以如果人是它的复根，那么它有同样重数的复共轭根; 3^. 可以证明，如果数 
组 (3) 满足 条件： ’ 


w ^\ x i ) = m )( x i ), 


) = 0,…，4 - l;i = 1， •..， r ， 


(5) 
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那么由关系式⑷确定的多项式是实的，于是矩阵 ip ( A ) 也是实的. 

为了证明命题 ( B ) ，以 < …，铲记多 项式^ 的系数.对于未知数 P 1 ， 
的方程组 (4), 如果不去考察它的细节，总可以写成 形式： 


.，屮 


k 


k 






a 


1，" 


k . 


⑹ 




根据条件 ( 5 ) ，这个方程组具有下面 性质： 组中在有每一个方程的同时还有它的复共 
轭方程，就是方程 

k 






/ 3=1 


把等式 (6) 取共轭得到等式 


k 




(3 


d Q 


⑺ 


/ 3=1 


关系式 （7) 的集合是关于未知数 




，7的线性方程组.可是由于所叙述 的性風 


方程⑹和⑺是一致的，如有不同，只能在方程排列的顺序上.因为方程组 （6) 的 
行列式不等于零,所以它的两个解 V ， .. •，铲和 P ， …，是一 致的： 


1， 


* _ 


，卜这就表示数 < p k 是实数.于是证明了命题 （ B ). 




(p'a 


设复变量 


z 


的解析函数是由收敛半径为 p 的级数 


f(z) 




a 0 + + 


m m m 


+ a m z m ~h 


⑻ 


定义的，于是，级数⑻当 M < p 时是收敛的，当 ㈤ > p 时是发散的. 

要记住，由 （8) 逐项求导得到的级数 


f’( z ) = «i + 2a 2 ^ + •.. + ma m z m — 1 + … 


与级数 ⑻ 有同样的收敛半径，并且在收敛圆的内部是收敛于函数 /(2) 的导数尸⑻ 



以矩阵 j 代替级数⑻中的 z 时,我们得到收敛的矩阵级数 


/⑷ 




a oE + a\A + … • + a m A m + … 


⑼ 


(如果位在第《行第^列的元素组成的数项级数对任意 


V W 

hJ 


1， 


么称矩阵级数是收敛的 •） 这时我们说函数在矩阵 j 上有定义. 


^是收敛的，那 


定理 29 


圆中，即 


仍用命题 ( A ) 的 记号. 如果矩阵 >1 的所有特征值位在级数( 8 )的收敛 


1^1 < P, i 




1，…， r ， 
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那么矩阵级数 ( 9 ) 是收敛的，于是矩阵/^ 4 )有定义.数 

/(Aj), i = 1 ， ... ， r ， (10) 

(其中可能有几个是一样的）组成矩阵 /( ⑷的所有特征值的集合.并且，如果矩阵 A 
的特征值; Vi 也位在定义某个函数 y ⑷的级数的收敛圓内部，于是 ^ 4 ) 有定义，那么 
矩阵 /(Z) 和〆 > 1 ) 一致的必要和充分条件是：函数/( 2 )和在矩阵> 1 的谱上是 一 
致的. 

证明作级数 ( 8 ) 的部分和 

/m (^) =⑻ + ajz + . • • + a m z m } 

当 kl < p 时，有 

/( 力⑷ =lim f 紹 (z) , 

m—►oo 

其次，设 ^fm(z) 是次数 ^k~l 的多项式，它在 4 的谱上与多项式 f m ( Z ) 是一致的 
(参看 (A)). 因为矩阵乂的特征值（ 2 )满足条件 |Ai| < = 1 ，…， r， 所以我们有 

lim = / (j) (Ai), j = 0 ,… .，屯 -l;i = 1，…， r . 

7Fif 

从此由命题 (A) 推知，多项式序列 <p m (z) 按系数收敛于某一次数 (k~l 的多项式 
<P( z h 并且多项式 ^( 4 和函数 /( 幻在矩阵 4 的谱上是一致的，所以 

fm(A) = ip m (A)] 

当 m 4 oo 时，右端趋于 ^(A), 这就表明左端当 m-^oo 时是收敛的.于是级数⑼ 
收敛于矩阵 f(A)^ ip(A). 

现在证明多项式 

r(2) = [z ~ f(Xx)] kl [z - /(A 2 )] fc2 …[之 - f(X r )] kr 

b 

是矩阵 f(A) 的零化多项式.为此，考虑多项式 

$ m (2) = - (Pm(M)] kl - - - ' - #m(A r ) 产， （ 11) 

我们来证明它是矩阵 4 的零化多项式.多项式 (p m (Z) — ipm(Xi) 在 Z = Ai 处变为零， 
所以它可以用二项式卜 Ai 整除，于是多项式 （ 11 ) 可以写成 形式： ’ 

^m(z) = ^ m (^)A(z), 

所以多项式 $ m (z) 是 4 的零化多项式，即 

{(fm(A) - [<p m (A) - p m (A 2 ) 五广… [<p m (A) - <p m (X r )E] kr = 0 . 



在这关系式中令 m — 00,得到 
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[/ ⑷- f(Xi)E] k ^ [f(A) - /( A 2 ) 五产 … [/ ⑷— f(X r )E}^ = 0, 

这就是说多项式 r (2) 是矩阵 f(A) 的零化多项式. 

由所证，特别可以推知，矩阵 f(A) 的所有特征值包含在数 （10) 中（参看§34, 
( F )). 现在证明 （10) 中的每一个数是矩阵 /( A ) 的特征值.设~是矩阵4对应于特 
征值乂的特征向量，于是 

Ah% — Aj/ij, 

根据§34的公式 （6) 得到 
当 m - > oo 时，得到 

f(A)hi = f(Xi)hi 

于是，数 f(Xi) 是矩阵 f(A) 的特征值. 

现在假设函数贞 z ) 的收敛圆也含有矩阵4的所有特征值 • 根据已经证明的，矩 
阵 5 (淘有定义，并且存在次数 dl 的多项式它在矩阵4 的谱上与函数 

是一致的，同时 i>{A)= g(A). 现在如果 f(A)= g(A), 那么 ip{A ) = 讽 A), 根据 
命题 ( A ) ，多项式 ^(4 和 0(2：) 在矩阵>1的谱上是一致的.反之,如果函数 /( z ) 和 
9( z ) 在矩阵4的谱上是一致的，那么多项式 p (岣和 0(4 在矩阵 A 的谱上是一致 
的，于是根据命题 ( A ) ，一⑷=矽(乂)，由此/(4) = g(A), 这样就证明了定理 29. 

矩阵的隐函数 

设 F(z,w) 是两个复变量的函数,它是由级数 


F{z,w) = a + + civ + dz 2 + ezw^ fw 2 + . • • (12) 

给定的 • 在改变这级数各项因子的顺序时（例如把乘积变为，函数 
F ^ w ) 是不变的.所以，在级数（ I 2 )中以矩阵 A 和 B 代替它的变量2和祕’日寸，自 
然应限于矩阵4和 S 是可交换的情形，如果级数（ I 2 )对于变量^和切的任值 
是收敛的，那么可以证明，在这级数用任何可交换的矩阵4和 S 代替^和切时，我 
们得到收敛的矩阵级数，它定义了某一矩阵，记之为/^(4，丑)_可是，因为下面&讨 

论依赖于 z 的项数是有限的那种特殊情形，因此，实际上是讨论一个复变量 w 的收 
敛级数，所以我们不证明这个级数在一般情形下的收敛性. 

( C ) 设函数 F(z, w) 是由级数（ I 2 )确定的两个变量的解析函数，级数（ 12 )对 

w 的所有值是收敛的，又4是给定的矩阵.其次假设,对应于矩阵乂的每一个特 
征值 入 i , 有数 w 满足条件 

尸 (A“/Xi) = 0 ， 7 ^ * = !,*•• ,r. 


(13) 
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这时，存在与4可交换的矩阵 S 满足条件 


F ( A , B )^0. (14) 

同时，如果级数 （12) 的系数以及 矩阵乂 是实的，又对于矩阵乂的每一对复共轭的 

特征值\和\ =万相应的数糾和内也是复共轭 的：化 =兩,那么存在与4可交 
换的实矩阵 S 满足条件 (14). 

我们来证明命题 ( C ). 根据复变量的隐函数定理，由关系 （13) 推知，对于任何 
i = 1,…， r ， 存在对 Ai 附近的 z 有定义的函数 W ( z ) - Wi { z ), 满足条件 


F ( z , W ( z )) = 0, (15) 

W { Xi ) = fii , i = l ， …，. (16) 

为了求函数 W ⑷在点 z = \处的导数应该关于$依次求导关系式（15)， 
并且在其中代以 z = Xi ： 

(P 

W ( z ))\ z == x i = 0 (17) 

由这些关系，顺次确定出数 

研 ( 力 ( 入;)， j = 1 ， ... ， 心 — 1; i — i ， .. r (18) 


从数 (16),(18) 出发,确定满足条件⑷的多项式 < p ( z ). 我们来证明，矩阵5 

(显然与乂可交换）满足条件 （14). 

为此，在级数（ I 2 )中以切= Wz ) 代人这时，我们得到变量 z 的函数屯⑷= 

F ( z f < p ( z )). 为了证明等式 （ I 4 )， 只要证明函数 $( z ) 在矩阵 A 的谱上是零就可以了 

(参看定理 29 ).因为多项式 (/? ⑷和函数 W ㈤ 在点\处的0 阶，1阶，… ，心 - 1阶 

导数是分别相等的，所以在计算函数$(2 )在点\的导数 ^( Xi)J = 0, ... ki - 1 

时， 可以用函数 W ⑷代替多项式 Wz ). 但在^ ㈤ ） 中用定义在入附近的函数 

W ( z ) 代替多项式时，我们得到它恒等于零（参看 （ IS )) .因此，函数在矩 
阵 Z 的谱上等于零. 

现在证明，如果级数（ I 2 )的系数以及矩阵乂是实的，又数糾满足共轭性条件 
即 ， 


W(Xi) = WiXi) 


I 


1， 


r , 


那么多项式 p ( z )， 因而矩阵 B 




^ A ) 是实的.事实上，在这些假设下， 从条件 （17) 


计算出的数满足条件⑻，于是多项式 咖） 是实的 （参看 ( B) ). 

这样就证明了命题 ( C ). 

( D ) 复变量 z 的解析函数 y 是用级数 


e z = 


z 


2 


1 + z 4- — + 


• > • 




z 


n 


n \ 


+ 


4 • • 


(19) 
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定义的，这个级数对变量 Z 的所有值是收敛的.如所知，由级数 （19) 的性质可导出, 
对于任何两个复数 z 和 us 成立恒等式 由此推出，对于任何两个可交 

换方阵4和 S ， 成立着恒等式 


e A+B 


e 


A 


e 


B 


可以证明，对于任何非退化矩阵為存在一个与 a 可交换的矩阵 S ， 满足条件 


( 20 ) 


e B = A. (21) 

同时可以证明，对于任何实的非退化矩阵 A 存在与乂可交换的实矩阵 Bi ， 满足条 
件 

e Bl = A 2 . (22) 

为了证明方程 （21) 关于 B 的可解性，只要把命题 ( C ) 应用到函数 F(zM = 

e w - z 即可.事实上，因为矩阵 Z 是不退化的，所以它的所有特 征值； W 异于零，于 

是存在数卩 i 满足条件 - A * = 0 (参看关系式 （13) 的第一个)，并且 （13) 的第二式 
明显地成立. 

为了证明存在实数的 矩阵历 满足条件 （22), 只要对函数 F ( z t w ) = # - P 应 

用命题 ( C ) 的第二 部分. 事实上，如果\是正的或负的实数，那么取对数的实分支， 

置糾 = In A ? ;如果\是复数，那么取 W(Xi) m W(\i) 是互相共轭的复数. 

因此，命题 （ D ) 得证. 
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( A ) 如果空间 丑的向 量序列 


满足关系式 


九1，"2， . • ’， h m 



Ah x = Ah 2 = Xh 2 + hi, • • • , Ah m = \h m , 

那么就称⑴为关于变换 4 的特征值；\的 系列. 如果变换 A 的矩阵4是实的那么序 
列 ， 

九1’ . • ♦ ， (2) 

显然构成关于特征值 X 的系列 • 我们将称系列 (1) 和( 2 )是复 共轭的 • 如果数 A 和向 
量序列 (1) 是实的，那么就认为系列是 实的. 

定理30空间丑中存在由关于变换 A 的一个或者几个系列的所有向量组成的 

基.如果矩阵乂是实的，那么可以如此选取构成基的系列，使得对应于实特征值的系 
列是实的，而对应于复特征值的系列是成对共轭的. 


266 



线性代数 


证明设 


A(z) 




(之 


M) fcl …（卜 A r 产 


⑶ 


是矩阵4的最小零化多项式，其中 


Ai ， … ， A r 


是矩阵乂的两两互异特征值 • 根据§34的命题 ( G ), 空间丑可以分解成与因子 (3) 相 

对应的子空间负，… ，5 V 的直和，因此空间氏是由所有满足条件 (4- \ 丑产 ® = 0 的 

向量 x 组成的.这就意味着，把4作为氐上的变换时，其零化多项式就是 ( z - \产. 
容易看出，这个多项式就是最小零化多项式. 

假设矩阵 A 是 实的. 首先将⑶中所有实值沁的因子放在因子^⑷里，而所有 
其他的因子放在因子⑷里，于是 △⑷ =△! ⑷ A 2 ⑷是分解成实的互质因子，而 
空间开相应分解成可以认为是实子空间和 i ? 2 的直和.现在将空间分解为对应 
于实特征值\的实子空间的直和，下面我们就在这些直和的实子空间中构造由实系 
列组成的基.将空间丑 2 分解为对卑于复共轭特征值的成对复共轭子空间的直和，下 
面我们就在这些复共轭空间中构造由复共轭系列组成 的基； 这时只要从两个相互复 
共轭空间中之一的系列构造出基，而在另一个空间中取复共辄基就可以了. 

于是我们只需证明，如果作用在向量空间 *5 上的线性变换4有最小零化爹项 


式（之 


A) 


k 


那么在这个空间中可以选取由关于变换4的系列所组成的基而且如 


果空间 s 、矩阵4以及数 a 是实的,那么从系列中选取的基也是实的. 


我们来证明这个结论.为简单起见，令 C 7 


A 


XE ， 并且用 r f 记5中满足条件 


C l x 


0 


的所有向量®的集合.于是我们有 


S 




Tk D Ta：_i D • • ■ D Ti d T 0 




0 


设 




1 ，.. •，灸 


是。中关于空间 li - i 线性无关的向量组，这就是说，向量 


d \ h \ + • 


舞 ♦ 


4 - a T h \ 


只有在 


ai 


OLy* 


0 


时才能属于空间 Tn . 现在证明，当 i 和 J •固定时，向量 


hU 


C j hf, 


(J < i ) 


⑷ 
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属于空间，并且关于空间 T ^ x 线性无关.事实上我们有 

= &hf = 0, ( a = l ， . ，， r )， 

因而向量 (4) 属于空间现在假设向量 

+ • •. + a r h\_j = x 

属于空间，于是有 


0 = C^-^x = C^iaih] + …+ a r h\) , 

而这就表示向量 a x h\ +… + a r h\ 属于空间,因此数 ai , …， a r 等于零. 

现在我们在空间中选取关于空间:线性无关的最大向量组 

W ， … (5) 

根据上面的证明，向量 

h k-i = Chl ， (a = 1, ••- ,r fc ) ⑹ 

属于空间巧― a 并且关于空间 r fc _ 2 是线性无 关的； 因此，可以将组⑹补充到向量组 


h l-i ， … ^ h k k -i^ ( r h-i > T k ) ( 7 ) 

中， 使它成为空间中关于空间 r fc _ 2 是线性无关的最大向量组.继续重复这一过 

程，我们就在空间乃， (i > 0) 中构造出最大的向量组 

♦ 

W … A ri ， ⑻ 

它关于空间是线性无关的，并且满足关系 

K^ch^ (㈣ 1，… ^t+ 1 ； n > r i+1 ) • 


现在证明，属于所有组 (8) 




JJ 


1， 


_ ♦螓 


基，为此，我们将对数 y 进行归纳法证明.对于 j 


1的一切向量的集合&构成 空间乃 的 




样，因此它是空间7\的基 （r 0 


1,组^和组⑻当 i = i 时完全 




证明它对于 & +1 也成立.假设关系式 


0). 假设已经对于组 心证明 了我们的结论 ，应当 


+ …+ a r . +1 h r /^ + b x h) + •，. +、々 + 


0 


⑼ 


成立 • 对于关系式⑼应用变换 C; ，即得 


a i^x + •. • + a r . +1 h[ j+1 = 0 ， 
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附录 II 线性代数 


而这只有当 M …= a rj +1 二 0时才 可能； 所以在关系式⑼中只能出现组 心的向 
量，因而根据归纳法假设，关系式⑼是平凡的（即~ …^ =…二 0). 现在 
设: r 是空间 T j +1 的任一向量.因为组⑻当 《= i + 1时是关于 7} 线性无关的最大向 
量组,所以存在这样的向量 

y = ^i^j+i + …+ a rj+ 1 h;C ， 

使得向量 ； r - y 属于空间 A ，而根据归纳法假设，它可以用组 S , 中的向量线性表示, 
这就是说，向量 a 可以用向量组 S j +1 来线性表示. 

于是证明了^是空间 S A 的基. 

如果空间 S ， 矩阵4以及数 A 都是实的，那么选取向量组 (5) 为实的之后，我们 

就得到实向量组( 6 ),它可以补充到实向量组 (7) 中去.重复这样的方法，我们得到实 
向量组 Si 

现在证明，组仏是由系列组成的.也就是要证明，向量吋，坤，…构成关于特 
征值 A 的系列.我们有 

0 = Ch ^ = ( A ~ XE ) h ^ , 

因此= A / i ? ;其次， 

= Ch ^ = (A — \ E)hl , 

所以 Ah ^ - A/if + /if , 等等. 

于是定理 30 得证. 

在按照定理 3 0所构造出的基之下,对应于变换4的矩阵已不是原来的矩阵乂 = 

(4)，而是某一个新矩阵 B = 网），它有 所谓若尔当型 的非常简单的形式. 所以 ，定 
理30是 一个把矩阵变成若尔当型的定理. 我们来仔细地分析 这一个 问题. ， 

( B ) 由关系式 

P 

沒卜 A ，i = gt +1 = 1, i = — i ; 

9 j — 0) 当 J - i < 0 和 j — i > 1 时 

所确定的 m 阶方阵沾)，亦即矩阵 
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称为特征值 A 的 m 阶若尔当块.可以证明，对于每一个 n 阶方阵乂，都可以选取这样 
的非退化方阵 义使得 从矩阵 A 经过矩阵 S 变换以后得到的方阵 B 有若尔 

当型， 也就是这样一个矩阵，位在其主对角线上的是一个或几个若尔当块，而所有不 
在若尔当块上的元素都等于零. 

现在来证明这个命题. 设艽是 n 维坐标向量空间，而 A 是（在某一坐标系下）对 
应于矩阵乂的线性变换.再设/ i ，… ，/ n 是空间 i ? 由系列组成的基（见定理 30) .我 

们假设向量 A ，…， / n 是依次按照从一个向量系列到另一个向量系列的顺序安排的. 
以 B = 记变换 A 在基力，…， 九之下 的矩阵.令 

"1 ~ flj * * * ) = fm 

是出现在序列 J n 中的第一个系列，而 A 是其对应的特征值.于是，由系列的定 
义直接得出 

■ 

= A , i = 1, ■•- , m ; b\^ x = 1, z = l ,*** , m — 1 ; 

= 0 ，当 i + 1 < < m 和 / > X m 时. 

因此，序列 A ，… ，/ n 的第一个系列就对应于矩阵万的第一个若尔当块.完全—样地, 

基/:，…， / n 的第二个系列对应于矩阵 B 的第二个若尔当块，等等.因为从矩阵 j 到 
矩阵 S 是由相似变换实现的（见 §34，( A )), 所以 S = SAS ' 1 . 

于是命题 ( B ) 得证. 
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振动的频率，19, 56 
蒸汽机，179, 180 

蒸汽机运转不平衡性，182 
正定的二次型，171 
中心，93 

周期，82 


周期解，82, 219-221 
周期解的稳定性，219 
周期系数方程，116 
周期系数方程的等价性，111，117 
周期系数方程的特征指数,121 
逐次逼近法，123, 243 
转换数，180 
自动调节理论，178 
自治方程组，79, 204 
自治方程组的相空间，79 
最小零化多项式，253, 255 
坐标变换，242 


